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Re´sume´
Dans ce manuscrit, un mode`le complet pour la simulation d’un e´coulement thermo-
re´actif d’un fluide a` travers un milieu poreux fortement compressible est pre´sente´. Ce
mode`le est utilise´ pour l’e´tude des proce´de´s d’e´laboration des mate´riaux composites par
infusion a` travers leur e´paisseur (Liquid Resin Infusion-LRI et Resin Film Infusion-RFI ).
Dans ces proce´de´s, le me´lange entre les renforts et la re´sine liquide est re´alise´ dans la direc-
tion transverse aux plans des pre´formes pendant la phase de mise en forme. Les couˆts sont
ainsi re´duits et les proble`mes de remplissage e´limine´s. Ces proce´de´s sont ne´anmoins peu
maˆıtrise´s et les caracte´ristiques de la pie`ce finale difficilement pre´visibles (principalement
les e´paisseurs et les porosite´s). La mise au point d’un mode`le nume´rique constituerait un
bon outil pour de´velopper et finaliser de nouvelles solutions composites. D’un point de vue
physique, l’infusion de la re´sine a` travers l’e´paisseur des pre´formes est une conse´quence
de la pression applique´e sur l’empilement re´sine/pre´forme.
Dans cette analyse multi-physique deux types de proble`mes sont rencontre´s. Tout
d’abord, nous connaissons mal les conditions de couplage entre les zones liquides, gou-
verne´es par les e´quations de Stokes, et les pre´formes impre´gne´es assimile´es a` des milieux
poreux, gouverne´es par une loi de Darcy et une loi de comportement me´canique non-
line´aire. Par ailleurs, les interactions entre l’e´coulement de la re´sine et la compression des
pre´formes ne sont pas bien maˆıtrise´es. Le mode`le de´veloppe´ inclut donc une condition de
Beaver-Joseph-Schaffman modifie´e pour le couplage entre les zones de Darcy et de Stokes.
Une formulation ALE pour l’e´coulement de la re´sine dans un milieu poreux de´formable
subissant de fortes de´formations est utilise´e et couple´e a` une formulation Lagrangienne
Re´actualise´e pour la partie solide. Ces deux me´canismes physiques sont couple´s a` des
mode`les thermo-chimiques pour traiter la re´ticulation de la re´sine sous l’action du cycle
de tempe´rature.
Dans ce travail, un certain nombre d’outils nume´riques et de nouvelles formulations ont
e´te´ de´veloppe´s en vue de simuler les proce´de´s LRI et RFI. Chaque outil est e´tudie´ et valide´
analytiquement ou nume´riquement avant d’eˆtre inte´gre´ dans les mode`les LRI /RFI. Des
simulations nume´riques d’infusion sont ensuite pre´sente´es, commente´es et une premie`re
comparaison avec des essais expe´rimentaux est propose´e.
Mots-cle´s: Darcy, Stokes, Brinkman, mate´riaux composites, FEM : Finite Element Model,
Formulation ALE, LRI : Liquid Resin Infusion, RFI : Resin Film Infusion, RTM : Resin Transfer
Molding.
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Abstract
In the present work, an overall model for the study of a non isothermal fluid flow across
a highly compressible porous medium is proposed. This model is used here to study
dry composite manufacturing processes by infusion across the fabric thickness (Liquid
Resin Infusion-LRI and Resin Film Infusion-RFI ). These processes consist in mixing
during the manufacturing stage, the reinforcements and the liquid resin transversely to
the fabrics planes, yielding cost reductions while avoiding filling problems. These processes
are however still poorly controlled and the characteristics of the finished part are not
easily predictable (mainly the thickness and the porosity). A numerical predictive model
would be a proper candidate to help in developing and finalizing new composite solutions
with cost saving. Physically, liquid resin infusion is mainly induced across the compressed
preform thickness, as a result of a pressure prescribed over the preform/resin stacking.
From the modeling point of view, problems of this multi-physical analysis are two fold.
First, one faces ill-posed boundary conditions, regarding the coupling of liquid regions,
where a Stokes flow prevails, with the fibrous preform regions modeled as porous medium
governed by a Darcy’s law and a non-linear mechanical response. Second, the interaction
phenomena due to the resin flow in the highly compressible preform are not classical. The
model developed here includes a modified Beaver-Schaffman-Joseph condition to couple
Stokes and Darcy zones, and is based on an ALE formulation of the liquid flow across
the deformable porous medium in which finite strains are accounted for with an updated
Lagrangian scheme. This mechanical model is also coupled with thermo-chemical models,
accounting for resin reticulation under the temperature cycle.
In the present work, numerical tools and new formulations have been developped in
order to simulate the whole LRI or RFI process with a finite element software. These
tools are studied individually and compared separately with analytical or other numerical
results before being used in the LRI / RFI models. Numerical studies of infusion are then
presented, commented, and a first comparison with experimental test is investigated.
Keywords: Darcy, Stokes, Brinkman, composites materials, FEM : Finite Element Model,
ALE formulation, LRI : Liquid Resin Infusion, RFI : Resin Film Infusion, RTM : Resin Transfer
Molding.
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Liste des acronymes
NCF Non Crimped Fabrics
NC2TM Non Crimped New Concept
LCM Liquid Composite Molding
RTM Resin Transfer Molding
VARTM Vacuum Assisted Resin Transfer Molding
ICRTM Injection Compression Resin Transfer Molding
RFI Resin Film Infusion
LRI Liquid Resin Infusion
RIFT Resin Infusion under Flexible Tooling
SCRIMP Seemann Composites Resin Infusion Molding Process
VARI Vacuum Assisted Resin Infusion
ALE ou ELA Arbitrary Lagrangian Eulerian ou Euler Lagrange Arbitraire
FEM Finite Element Method
X-FEM eXtended Finite Element Method
FEM/CV Finite Element Method / Control Volume
RIP Reduced Integration Penalty method
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Liste des symboles
Coordonne´es :
(x, y, z) coordonne´es dans le repe`re de re´fe´rence
(ex, ey, ez) repe`re de re´fe´rence orthonorme´
Tenseur (sauf indications contraires) :
a tenseur d’ordre 0 (scalaire)
a tenseur d’ordre 1 (vecteur) : ai
A tenseur d’ordre 2 : aij
A tenseur d’ordre 4 : aijkl
Ope´ration de base :
∂x
∂t
de´rive´e partielle de x par rapport a` t
Dx
Dt
Dx
Dt
= ∂x
∂t
+v·∇x de´rive´e particulaire (avec v la vitesse des particules mate´rielles
dans le repe`re mate´riel)
a = b · c a = bi ci
a = B · c a = Bij cj
A = B ·C Aij = Bik Ckj
a = B : C A = Bij Cji
A = B : C Aij = Bijkl Ckl
a =∇b gradient de b : a = ∂bx∂x ex + ∂by∂y ey + ∂bz∂z ez
a = div b divergence de b : a = ∂bx∂x +
∂by
∂y
+ ∂bz
∂z
a = ∆b Laplacien de b : a = ∂
2bx
∂x2
+ ∂
2by
∂y2
+ ∂
2bz
∂z2
Espace vectoriel :
H1(Ω) premier espace de Sobolev qui contient les fonctions de carre´ inte´grable sur Ω
et dont les de´rive´es sont e´galement de carre´ inte´grable sur Ω
Ck(Ω) O ≤ k ≤ ∞ espace vectoriel des fonctions dont les de´rive´es partielles d’ordre
infe´rieur ou e´gale a` k existent et sont continues dans Ω
xiii
Symboles Ge´ne´raux :
Pimp pression applique´e par le sac a` vide
pimp pression au niveau du front de fluide
fv vecteur des forces de volume
f s vecteur des forces de surface
us de´placement du solide
vs vitesse du solide
vf vitesse moyenne intrinse`que du fluide
v¯f vitesse macroscopique du fluide
p pression hydrostatique du fluide
g acce´le´ration de la pesanteur
σ tenseur des contraintes de Cauchy (syme´trique)
P premier tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff (non-syme´trique)
S second tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff (syme´trique)
D tenseur des taux de de´formation Eule´rien
I tenseur identite´
δij symbole de Kronecker
F tenseur gradient de la transformation
E tenseur des de´formations de Green Lagrange
² tenseur des de´formations logarithmiques ou de Hencky
e tenseur des de´formations d’Euler Almansi
ε tenseur des de´formations line´aires
µ tenseur des de´formations non-line´aires
β parame`tre correcteur de la loi de Biot
J Jacobien de la transformation
η viscosite´ dynamique
η¯ viscosite´ dynamique effective (utilise´e dans l’e´quation de Brinkman) : η¯ = ηφ s
ρ masse volumique
Vpore volume des pores
Vtotal volume total
Vfluide volume fluide
a surface spe´cifique
φ porosite´
(
Vpore
Vtotal
)
relatif a` un e´le´ment de volume Vtotal donne´
xiv
s degre´ de saturation
(
Vfluide
Vpore
)
relatif a` un e´le´ment de volume Vpore donne´
∆t incre´ment de temps entre t et t+∆t
The´orie des milieux poreux (mode`le de Kozeny) :
γ facteur de circularite´
κ conductivite´ hydraulique scalaire
κ conductivite´ hydraulique tensorielle
R rayon e´quivalent du milieu poreux
S section e´quivalente du milieu poreux
V volume e´quivalent du milieu poreux
U vitesse moyenne dans le milieu poreux
N nombre de pores cylindriques
Q de´bit dans le milieu poreux
Rc rayon moyen des pores cylindriques
Sc section moyenne des pores cylindriques
Vc volume moyen des pores cylindriques
Uc vitesse moyenne dans les pores cylindriques
Qc de´bit dans le canal
hk constante de Kozeny scalaire
hk constante de Kozeny tensorielle
T tortuosite´
Associe´s a` la re´sine (indice r) dans le domaine de re´sine (exposant r) :
p rr pression hydrostatique de la re´sine
v rr vitesse intrinse`que de la re´sine
v rd vitesse du domaine de re´fe´rence associe´ a` la zone de re´sine seule
c rr vitesse convective de la re´sine
ρ rr densite´ intrinse`que de la re´sine
Associe´s aux pre´formes (indice f) dans les pre´formes (exposant f) :
ρ˜ ff densite´ intrinse`que des fibres
ρ ff densite´ moyenne intrinse`que des fibres
xv
ρ¯ ff densite´ moyenne des pre´formes (ρ¯
f
f = (1− φ) ρ ff )
u ff de´placement des pre´formes
v ff vitesse des pre´formes (v
f
f =
Du ff
Dt
)
σe tenseur des contraintes de Cauchy effectif associe´ aux nappes se`ches
σ tenseur des contraintes de Cauchy associe´ au me´lange nappes / re´sine
Associe´s a` la re´sine (indice r) dans les pre´formes (exposant f) :
p fr pression hydrostatique de la re´sine
v˜ fr vitesse intrinse`que de la re´sine, i.e. vitesse re´elle de la re´sine
v fr vitesse intrinse`que moyenne de la re´sine
v¯ fr vitesse macroscopique de la re´sine ou en fuˆt vide (v¯
f
r = φ s v
f
r )
c fr vitesse convective de la re´sine
c¯ fr vitesse convective macroscopique de la re´sine
d fr vitesse relative de la re´sine, i.e. vitesse entre la re´sine et les pre´formes
d¯ fr vitesse relative macroscopique de la re´sine
ρ˜ fr densite´ intrinse`que de la re´sine
ρ fr densite´ moyenne intrinse`que de la re´sine
ρ¯ fr densite´ macroscopique de la re´sine (ρ¯
f
r = φ s ρ
f
r )
Formulation ALE :
x0 coordonne´es initiales (Ω0)
x coordonne´es mate´rielles (Ω)
χ coordonne´es de re´fe´rence (Ωˆ)
φ(x0, t) fonction de passage du domaine initial vers le domaine mate´riel
ψ(x0, t) fonction de passage du domaine initial vers le domaine de re´fe´rence
φˆ(χ, t) fonction de passage du domaine de re´fe´rence vers le domaine mate´riel
w vitesse des particules mate´rielles dans le domaine de re´fe´rence (Ωˆ)
uˆ vitesse du domaine de re´fe´rence
Thermo-physico-chimiques :
indice r zone de re´sine seule
indice f zone de pre´formes se`ches
xvi
indice m zone de pre´formes humides (variables homoge´ne´ise´es)
T tempe´rature
c capacite´ calorifique
λ tenseur d’ordre 2 de conductivite´ thermique
∆H chaleur de´gage´e par la re´action (enthalpie)
α degre´ de re´ticulation
Ai constante pre´-exponentielle
Ei e´nergie d’activation
η0, ∆Eη, κ constantes du mode`le de viscosite´
Formulation Lagrangienne :
[L] ope´rateur de´formations line´aires
[A], [H] ope´rateurs de´formations non-line´aires
{θ} vecteur contenant les de´rive´es des de´placements
[G] [G] = [A] · [H]
[Ne] matrice des fonctions de forme e´le´mentaire
[BL] matrice des de´rive´es des fonctions de forme pour la partie line´aire
[BNL] matrice des de´rive´es des fonctions de forme pour la partie non-line´aire
[B] matrice des de´rive´es des fonctions de forme pour les parties line´aires et non-
line´aires
{ψe}, {ψ} vecteur re´sidu e´le´mentaire, vecteur re´sidu
[KeT ], [KT ] matrice tangente e´le´mentaire, matrice tangente
[ttCt] matrice de comportement tangente (Cauchy-logarithmiques)
[ttCat ] matrice de comportement tangente (Cauchy-Euler-Almansi)
[t0Ct] matrice de comportement tangente (Piola Kirchhoff-Green Lagrange)
[ttCs] matrice de comportement se´cante (Cauchy-logarithmiques)
[ttCas ] matrice de comportement se´cante (Cauchy-Euler-Almansi)
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Introduction ge´ne´rale
Les mate´riaux composites re´sultent de l’association d’une matrice et de renforts qui en
se combinant, donnent un mate´riau he´te´roge`ne souvent anisotrope. L’inte´reˆt de ces mate´-
riaux re´side principalement dans l’e´quilibre entre le gain de masse par unite´ de volume et
les performances de la structure. Contrairement aux mate´riaux traditionnels, les proprie´-
te´s me´caniques et physiques spe´cifiques (rapporte´es a` la masse) des mate´riaux composites
peuvent eˆtre adapte´es a` la structure dans laquelle ils sont employe´s. Ainsi, il ne s’agit plus
seulement de choisir le mate´riau et la ge´ome´trie de la structure mais e´galement de de´finir
l’organisation interne du mate´riau.
Les mate´riaux composites a` matrice organique et a` fibres de verre ou de carbone
trouvent de plus en plus d’applications dans la re´alisation de pie`ces structurales de dimen-
sions diverses dans de nombreux secteurs industriels tels que l’ae´ronautique, la construc-
tion navale, l’automobile, l’industrie chimique, le baˆtiment . . . . Dans ces secteurs, le rem-
placement des structures me´talliques par les mate´riaux composites a` e´te´ essentiellement
motive´ par l’alle`gement. Les proprie´te´s me´caniques obtenues sont e´gales voire meˆme su-
pe´rieures a` celles des pie`ces me´talliques, en particulier dans l’ae´ronautique ou` l’utilisation
de ces mate´riaux s’est impose´e et ne cesse de croˆıtre.
Les proprie´te´s physiques et me´caniques des mate´riaux composites sont intimement
lie´es aux proce´de´s d’e´laboration utilise´s. Ces proce´de´s se scindent en deux grandes ca-
te´gories. Les proce´de´s par voie humide pour lesquels le me´lange entre les renforts et la
matrice est re´alise´ dans le semi-produit dit (( pre´-impre´gne´ )) avant la phase de mise en
forme, et les proce´de´s par voie se`che pour lesquels le me´lange est re´alise´ par injection ou
infusion pendant la phase de re´alisation et de mise en forme de la pie`ce finie ce qui re´duit
de fac¸on conse´quente les couˆts de stockage et permet une augmentation des e´paisseurs de
nappes utilise´es. De ces deux grandes cate´gories de´coulent une multitude de brevets et
d’acronomymes de´crivant des proce´de´s qui diffe`rent principalement par la ge´ome´trie des
moules utilise´s, le type de renfort ou de matrice, la chronologie du proce´de´, . . . . Aujour-
d’hui les fournisseurs de mate´riaux cherchent a` promouvoir de nouveaux constituants et
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de nouveaux proce´de´s permettant d’allier les performances des pre´-impre´gne´s aux avan-
tages e´conomiques des proce´de´s par voie se`che. Actuellement les proce´de´s par injection
de type RTM (Resin Transfer Molding) sont de plus en plus employe´s dans l’industrie.
Ils be´ne´ficient d’une bonne maˆıtrise et proposent une excellente alternative e´conomique
aux pre´-impre´gne´s habituellement employe´s dans les domaines hautes performances. Les
outils de conception et d’analyse de la phase de mise en forme sont bien maˆıtrise´s et
nombreux. Ils permettent une large diffusion industrielle de cette technique d’e´laboration
(e´conomique, polyvalente, . . .).
Parmi les nouvelles solutions technologiques, les plus prometteuses visent a` e´laborer
des structures composites en infusant une re´sine liquide a` travers l’e´paisseur de renforts
multiaxiaux secs. Deux principales technologies sont utilise´es : des proce´de´s employant des
films de re´sine solide (RFI : Resin Film Infusion) et des proce´de´s pour lesquels la re´sine est
apporte´e au moyen d’un tissu drainant sous forme liquide (LRI : Liquid Resin Infusion).
L’industrialisation re´cente de ces proce´de´s pose ne´anmoins quelques proble`mes de qualite´
et de maˆıtrise des proprie´te´s finales de la structure. Par ailleurs, les renforts multiaxiaux
NC2 de´veloppe´s dans le cadre des technologies par infusion par Hexcel Reinforcements me´-
ritent une attention particulie`re en raison de leurs bonnes proprie´te´s me´caniques et leur
couˆt faible par rapport aux solutions traditionnelles. Afin de promouvoir des outils de
conception et d’aide a` l’e´laboration (de nature nume´rique et expe´rimentale) dans le cadre
de l’infusion de renforts NC2, une collaboration est ne´e entre Hexcel Reinforcements et le
de´partement Me´canique et Mate´riaux (MeM ) de l’E´cole Nationale Supe´rieure des Mines
de Saint-E´tienne (ENSM-SE ). A l’issue de cette collaboration, deux the`ses ont permis
de mieux comprendre les diffe´rents me´canismes rencontre´s dans les proce´de´s par infusion.
Les travaux d’Elbouazzaoui (2004) ont propose´ une premie`re analyse de la perme´abilite´
transverse des nappes NC2 en re´gime transitoire et sature´. Un suivi de la re´ticulation
et des contraintes re´siduelles et de service a` l’aide de capteurs optiques inse´re´s dans les
nappes se`ches ont e´galement permis une meilleure compre´hension des phe´nome`nes phy-
siques (Vacher (2004)).
Les me´canismes physiques rencontre´s ici, mis en e´vidence lors de ces travaux et dans
la litte´rature, sont complexes. Ils ne´cessitent la mise en œuvre d’une analyse comple`te des
phe´nome`nes multi-physiques (me´canique des solides, me´canique des fluides, thermique,
. . . ) afin de re´pondre aux difficulte´s rencontre´es dans la maˆıtrise des proprie´te´s physiques
des structures finales (e´paisseur, taux de fibres, . . . ) et donc de leurs proprie´te´s me´ca-
niques. Cette mode´lisation comple`te devant permettre l’inte´gration d’un outil de calculs
et d’aide a` la de´cision dans un logiciel de calcul. Dans ces circonstances, une nouvelle
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collaboration entre ESI-GROUP, e´diteur de logiciel de calcul par e´le´ments finis et le de´-
partement MeM de l’E´cole Nationale Supe´rieure des Mines de Saint-E´tienne est ne´e dans
le cadre de la mise au point d’un outil complet de simulation des proce´de´s par infusion.
Cette e´tude s’inscrit donc plus particulie`rement autour de la mode´lisation et du de´ve-
loppement d’un logiciel de simulation nume´rique s’appuyant sur le logiciel de simulation
PAM-RTM TM, de´veloppe´ et commercialise´ par ESI-GROUP. La pre´sentation de ce travail
est divise´e en quatre parties :
– La premie`re partie est consacre´e a` la pre´sentation du cadre de l’e´tude. Apre`s une
introduction sur les mate´riaux composites et les nouveaux renforts multiaxiaux uti-
lise´s dans le cadre de l’infusion, les proce´de´s d’e´laboration des mate´riaux composites
par infusion LRI et RFI sont pre´sente´s. Une revue bibliographique ge´ne´rale est en-
suite mene´e sur la mode´lisation des proce´de´s par injection puis axe´e sur les proce´de´s
par infusion. Un certain nombre de proble`mes plus spe´cifiques sont analyse´s a` cette
occasion. Des analyses plus pre´cises sont notamment re´alise´es sur le couplage fluides
/ structures lors de l’infusion, les conditions aux limites aux interfaces, le proble`me
de conservation de la masse et les proble`mes de suivi du front de fluide. A partir
de cette revue bibliographique, une analyse des besoins en terme de simulation est
re´alise´e. Apre`s une coutre description des libraires PRO-FLOTTM1, la position de
l’e´tude est enfin de´finie et les objectifs clairement expose´s.
– Dans la deuxie`me partie, une mode´lisation comple`te des proce´de´s par infusion de
type RFI / LRI est propose´e. Un premier chapitre est consacre´ aux diffe´rentes
hypothe`ses re´alise´es et a` leur justification. Au cours de ce chapitre, une analyse
de l’e´chelle de la mode´lisation est pre´sente´e. Elle permet d’aboutir a` deux mode`les
macroscopiques pour l’e´tude des proce´de´s LRI et RFI. Une e´tude de´taille´e des phe´-
nome`nes me´caniques est ensuite re´alise´e. Elle repose sur la description comple`te de
l’e´coulement de la re´sine a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur de pre´formes, l’e´coulement in-
terne e´tant lui meˆme couple´ a` la compression des nappes de renforts. Cette analyse
me´canique est ensuite comple´te´e par une e´tude des phe´nome`nes thermo-chimiques.
Enfin, un dernier chapitre propose une synthe`se des diffe´rents me´canismes et de leurs
interactions. A l’issue de ce chapitre une mode´lisation comple`te des proce´de´s LRI
et RFI est propose´e. Elle de´crit tous les me´canismes de couplage thermo-me´cano-
physico-chimique et l’ensemble des conditions aux limites spe´cifiques a` ces deux
types de proce´de´s.
1libraires a` la base du solveur de PAM-RTMTM
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– La troisie`me partie compose´e de cinq chapitres de´crit les principaux outils nume´-
riques de´veloppe´s dans les libraires PRO-FLOTTM dans le cadre de l’inte´gration
des mode`les d’infusion expose´s dans la partie pre´ce´dente. Un premier chapitre est
consacre´ a` l’inte´gration d’un comportement me´canique non-line´aire en grandes de´-
formations pour de´crire la de´formation des pre´formes. Elle comprend a` la fois la des-
cription de la formulation utilise´e et la validation du mode`le de´veloppe´. Un second
chapitre de´crit le traitement de l’e´coulement incompressible de la re´sine a` l’inte´rieur
et a` l’exte´rieur des pre´formes. Une formulation mixte (( vitesse - pression )) base´e sur
les e´le´ments P1+/P1 ou P1-bulle/P1 choisis dans le cadre du traitement des e´qua-
tions de Stokes est de´crite puis valide´e. Cette formulation est e´galement applique´e
au traitement de l’e´coulement dans le milieu poreux (e´quation de Darcy). Dans un
troisie`me temps l’inte´gration des formulations ALE et du mode`le de Terzaghi est
de´crite brie`vement. Une analyse de la formulation ALE et de son inte´reˆt dans le cas
d’un proble`me couple´ est propose´e puis le mode`le de Terzaghi est valide´ analytique-
ment. Le chapitre suivant est consacre´ aux traitements nume´riques de la ge´ome´trie :
l’algorithme de remaillage pour le traitement de la disparition de la zone de re´sine
et l’imple´mentation d’une me´thode pour le traitement de relations line´aires entre les
degre´s de liberte´ (application de conditions normales ou tangentielles). Une bre`ve
synthe`se est enfin re´alise´e.
– La dernie`re partie de ce travail pre´sente les premiers re´sultats obtenus dans le cadre
de simulations d’infusion. Une premie`re analyse de´crit l’interaction entre le fluide
et la structure (les nappes de renforts). Dans ce cas la zone de re´sine n’est pas re-
pre´sente´e. Une de´bit d’injection ou une pression constante est applique´ directement
sur les pre´formes qui se de´forment sous l’action de la pression me´canique applique´e
par le sac a` vide et de la pression de la re´sine a` l’inte´rieur des pores (proce´de´ proche
des techniques de type VARTM ). Les deux chapitres suivants sont consacre´s aux
re´sultats nume´riques obtenus dans le cadre des proce´de´s RFI et LRI. Pour chaque
simulation une description de l’algorithme de couplage entre les diffe´rents me´ca-
nismes physiques est propose´e. Les crite`res de convergence sont clairement expose´s
et les premiers re´sultats obtenus sont commente´s. Enfin, les re´sultats expe´rimentaux
obtenus lors d’une premie`re se´rie d’essais dans le cadre de la qualification du mo-
de`le LRI sont pre´sente´s. A partir de ces premie`res constations expe´rimentales, une
re´flexion sur les perspectives de validation est propose´e.
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Les mate´riaux composites et leurs
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1.1 Les mate´riaux composites structuraux
1.1.1 De´finition
Un mate´riau composite est constitue´ de l’assemblage d’au moins deux mate´riaux de
natures diffe´rentes, se comple´tant et permettant d’aboutir a` un mate´riau dont l’ensemble
des performances est globalement supe´rieur a` celui des composants pris se´pare´ment. Pour
les mate´riaux composites structuraux, i.e. participant a` la rigidite´ d’une structure, le but
est donc d’e´laborer des mate´riaux dont les proprie´te´s, a` masse e´gale, seront meilleures que
celles des mate´riaux classiques. Un mate´riau composite structural est toujours e´labore´
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a` partir de l’association de deux constituants de base, les renforts dont le roˆle est de
fournir les principales proprie´te´s me´caniques et dont la re´partition et surtout l’orientation
de´pendent des sollicitations me´caniques de la structure, et la matrice dont la principale
fonction est d’assurer le transfert de charge entre les renforts et de les pre´server des
agressions exte´rieures. C’est e´galement la matrice qui donne la forme finale de la pie`ce. A
ces deux composants principaux peuvent s’ajouter des additifs qui permettent de modifier
l’aspect, ou les caracte´ristiques du mate´riau : ame´lioration de l’adhe´rence entre les renforts
et la matrice, pigments de coloration, agents anti-UV, charges ignifugeantes, isolation
thermique ou acoustique . . . .
Les proprie´te´s des mate´riaux composites re´sultent de celles de leur constituants, de
leur distribution et de leur re´partition ge´ome´trique ainsi que de leur fraction volumique. A
la diffe´rence des mate´riaux (( classiques )), les caracte´ristiques me´caniques ne sont connues
qu’apre`s fabrication du produit fini puisque le produit (la structure) est re´alise´ en meˆme
temps que le mate´riau. Ceci constitue bien suˆr un grand avantage, mais rend la conception
de structures plus complexe puisqu’il ne s’agit plus seulement de choisir le mate´riau et
la ge´ome´trie de la structure mais e´galement d’en de´finir l’organisation interne. L’aspect
anisotrope du mate´riau constitue l’une des caracte´ristiques fondamentales des composites :
la possibilite´ de controˆler les proprie´te´s souhaite´es par une conception adapte´e.
1.1.2 Les proprie´te´s
Les composites a` matrice organique repre´sentent 99% des mate´riaux composites. Ils
sont constitue´s d’une matrice thermoplastique ou thermodurcissable et d’une structure
de renforts qui peut eˆtre en fibre de verre, de carbone, d’aramide ou encore naturelle. Il
existe e´galement des mate´riaux composites a` structures non organiques (me´tallique ou
ce´ramique) dont la diffusion reste cependant marginale (Dopler et al. (1999)).
1.1.2.1 Classement des composites
Les mate´riaux composites sont ge´ne´ralement scinde´s en deux cate´gories ; les composites
(( Grandes Diffusion )) (GD) qui allient des couˆts faibles a` des caracte´ristiques moyennes
et s’emploient principalement pour des applications grandes se´ries (Plastics (2003), Plas-
tics (2002b), Plastics (2002c)) et les composites (( Hautes Performances )) (HP) dont les
proprie´te´s de la structure autorisent leur emploi dans des structures travaillantes (Plastics
(2002a)).
Les composites (( Grande Diffusion )) posse`dent des caracte´ristiques me´caniques
souvent infe´rieures a` celles des mate´riaux de re´fe´rences tels que l’acier. Ils sont utili-
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se´s principalement pour des raisons e´conomiques et pour leur masse faible. Les proce´de´s
employe´s pour la fabrication de ces composites (injection, pultrusion . . . ) permettent
d’obtenir des pie`ces de formes complexes en une seule ope´ration. Ils conviennent donc aux
grandes se´ries et sont ge´ne´ralement a` base de fibres de verre. Ils sont employe´s principale-
ment dans les applications non travaillantes pour l’industrie des transports (voir la figure
1.1-a) ou les biens d’e´quipement.
(a) (b)
Figure 1.1 – Exemple d’utilisation de composite GD, (a) Aston Martin V12 (Plastics
(2002c)) et HP, (b) Airbus A380.
Les composites (( Hautes Performances )) se caracte´risent par des proprie´te´s me´ca-
niques plus e´leve´es que celles des composites GD en contrepartie d’un couˆt global plus
important en raison du prix des mate´riaux utilise´s et des moyens de fabrication associe´s
(autoclave, RTM, . . . ). Ces mate´riaux sont utilise´s dans des applications de pointe telles
que la Formule 1, l’ae´ronautique (voir la figure 1.1-b), les bateaux de compe´tition, les loi-
sirs, . . . . Historiquement, c’est dans le secteur de l’ae´ronautique que les composites HP ont
e´te´ les mieux rentabilise´s, compte tenu des e´conomies ge´ne´re´es (carburant) et de la taille
des structures composites. Aujourd’hui l’utilisation des composites HP s’e´tend de plus
en plus en raison de l’e´volution de la maˆıtrise des techniques de conception de nouvelles
pie`ces composites. Ces dernie`res anne´es est apparue la conception dite (( inte´grale )) qui
consiste a` minimiser le nombre de sous ensembles par une re-conception des produits en
utilisant la phase de cuisson comme phase d’assemblage (transmission de TGV de´veloppe´e
au laboratoire MeM en collaboration avec Gec Alsthom - Cerisier (1998)).
1.1.2.2 Les avantages
La principale caracte´ristique des mate´riaux composites par rapport aux mate´riaux
(( classiques )) re´side dans l’anisotropie. Cette faculte´ doit eˆtre mise a` profit par l’inge´-
nieur lors de la conception d’une nouvelle structure afin de re´aliser un e´le´ment adapte´ aux
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sollicitations qu’il devra supporter. Un mate´riau composite n’existe pas sans son appli-
cation et inversement. Les mate´riaux composites sont par ailleurs le´gers avec des masses
volumiques comprises entre 1 et 3, 5 g/cm3 ; cette proprie´te´ est a` l’origine de leur utilisation
dans l’industrie ae´ronautique et spatiale, et de leur emploi dans le cadre de l’alle´gement
des structures portantes. Cette association de la le´ge`rete´ aux proprie´te´s anisotropes nous
ame`ne a` de´finir un crite`re de comparaison : les caracte´ristiques me´caniques spe´cifiques
ou massiques c’est a` dire les performances me´caniques des mate´riaux rapporte´es a` la
masse volumique. Le tableau 1.1 indique que les modules spe´cifiques et les re´sistances
spe´cifiques des mate´riaux composites sont de une a` six fois supe´rieurs a` ceux des alliages
(( classiques )) ce qui signifie qu’une structure unidirectionnelle sollicite´e uniquement dans
la direction des renforts pourrait eˆtre six fois plus le´ge`re qu’une structure fabrique´e a` l’aide
d’un alliage. Notons enfin que les couˆts d’e´laboration d’une structure composite sont tre`s
inte´ressants. Leur structure permet souvent une simplification des pie`ces et l’inte´gration
de fonctions. Les proce´de´s de fabrication associe´s sont souvent plus e´conomiques que ceux
employe´s pour la mise en forme des me´taux.
Caracte´ristiques me´caniques Acier Aluminium Carbone HR Verre R
me´taux et mate´riaux composites 35 NCD 16 AU 4 SG re´sine e´poxyde re´sine e´poxyde
Masse volumique (kg/m3) 7 900 2 800 1 500 2 000
Module de Young (GPa) 200 72 130 53
Re´sistance a` la rupture (MPa) 1850 500 1000 a` 1300 2000
Module spe´cifique (MN m kg−1) 25 26 87 26, 5
Re´sistance spe´cifique (MN m kg−1) 0, 24 0, 18 0, 65 a` 0, 85 0, 9 a` 1
Cœfficient de dilatation line´ique (˚ C−1)
- longitudinal 12 · 10−6 23 · 10−6 −0, 2 · 10−6 6 · 10−6
- transversal 12 · 10−6 23 · 10−6 35 · 10−6 31 · 10−6
Tableau 1.1 – Comparaison des mate´riaux composites et des me´taux (Extrait des
(( Techniques de l’inge´nieur )) A7790 Negrier et Rigal (1991)).
1.1.2.3 Les limites
En raison de contraintes de mise en forme, de liaison avec les autres pie`ce et de stabilite´,
le gain de masse par rapport aux alliages me´talliques se re´duit a` quelques dizaines de pour-
cent. Ne´anmoins, il reste avantageux pour toutes les applications ou` ce parame`tre est tre`s
important en particulier pour l’ae´ronautique, l’ae´rospatial, l’e´nergie et les transports, . . . .
Lorsque plusieurs directions sont renforce´es et sollicite´es, les caracte´ristiques spe´cifiques
diminuent fortement. Elles sont par exemple divise´es par deux lorsque deux directions
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perpendiculaires sont renforce´es. La pre´sence de deux constituants conduit souvent a` des
proble`mes d’homoge´ne´ite´ de la structure et a` l’apparition de zones se`ches responsables
d’une forte de´gradation des caracte´ristiques me´caniques. Ces zones se`ches sont e´galement
responsables de l’augmentation de l’absorption d’humidite´ (Jedidi (2004)) et induisent une
diminution de la re´sistance aux produits chimiques. Enfin, elles conduisent a` une faible
re´sistance au de´laminage entre les couches de renforts. L’apparition de ces zones se`ches
e´tant e´troitement lie´e au proce´de´ de fabrication, l’un des objectifs est aujourd’hui de
mettre au point des proce´de´s capable de les e´liminer. Enfin, les tempe´ratures de service
des mate´riaux composites structuraux actuels ne peuvent de´passer les 200˚ C, voire les
300˚ C compte tenu de la nature organique de la matrice.
1.1.3 La matrice
1.1.3.1 Proprie´te´s
La matrice maintient les fibres entre elles en jouant le roˆle de liant dans le composite.
Elle assure e´galement le transfert de charge entre les renforts, tout en les maintenant
dans leur position et leur orientation. Enfin, elle prote`ge le composite des agressions
exte´rieures et donne la forme de´sire´e au produit final. Outre ces aspects intrinse`ques, la
qualite´ d’impre´gnation de la re´sine dans les renforts va jouer un roˆle essentiel dans la tenue
me´canique du mate´riau composite. Pour obtenir des caracte´ristiques plus e´leve´es, la re´sine
doit, dans sa configuration finale, occuper tous les espaces inter-fibres et pre´senter le moins
de bulles d’air possible. Pour re´aliser cette impre´gnation, la re´sine doit passer par un e´tat
liquide puis eˆtre polyme´rise´e et re´ticule´e par activation thermique et / ou chimique qui va
fixer e´galement les conditions d’utilisation de la structure et notamment la tempe´rature
maximale de service. Cette re´action chimique et la tempe´rature d’activation et de service
de´pendent donc du type de re´sine employe´ et c’est tout naturellement que les mate´riaux
composites sont classe´s suivant le type de re´sine.
Il existe deux types de re´sine. Elles atteignent leur e´tat solide par la cre´ation de liaison
au niveau des monome`res lors du cycle de re´ticulation. Ces deux types se distinguent
par le niveau d’e´nergie des liaisons cre´e´es : le faible niveau e´nerge´tique des liaisons cre´e´es
au sein des thermoplastiques autorise la re´versibilite´ de la structure polyme`re et donc
le recyclage alors que les thermodurcissables pre´sentent une re´action de re´ticulation ir-
re´versible. Les re´sines thermoplastiques sont e´conomiquement inte´ressantes mais leurs
proprie´te´s me´caniques et thermo-me´caniques sont faibles. Les tempe´ratures d’activation
de la polyme´risation sont de l’ordre de quelques centaines de degre´s ce qui conduit a`
des couˆts mate´riels importants. Cette tempe´rature d’activation conduit cependant a` des
tempe´ratures de service plus e´leve´es que celles des composites a` base de re´sines thermodur-
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cissables. Ces re´sines thermoplastiques sont essentiellement utilise´s pour les composites
GD, mais actuellement des de´veloppements sont en cours chez Hexcel Reinforcements
pour proposer de telles re´sines pour les composites HP. Parmi les re´sines thermodurcis-
sables, les plus utilise´es sont les re´sines polyesters. Notons e´galement que les tre`s bonnes
proprie´te´s me´caniques des re´sines e´poxydes sont a` l’origine de leur tre`s large utilisation
pour les composites HP.
1.1.4 Les renforts
Les renforts apportent aux mate´riaux composites ses performances me´caniques (rigi-
dite´, re´sistance a` la rupture) et une partie de ses proprie´te´s thermiques, e´lectriques et
chimiques tout en offrant un gain de masse avantageux vis a` vis des me´taux. Les familles
de fibres sont varie´es. Elles peuvent eˆtre classe´es suivant leur nature, leurs proprie´te´s ou
encore leur architecture.
1.1.4.1 Caracte´ristiques me´caniques
Les caracte´ristiques me´caniques des trois types de fibres les plus re´pandues dans le
domaine des composites hautes performances sont synthe´tise´es dans le tableau 1.2. Ces
caracte´ristiques varient d’un fabricant a` l’autre. Les fibres de carbone restent la re´fe´rence
pour les renforts a` fibres continues meˆme si leur couˆt demeure relativement e´leve´ par rap-
port aux autres fibres. Elles posse`dent d’excellentes proprie´te´s en traction et compression
tout en alliant une faible densite´. Les fibres de verre sont tre`s utilise´es dans les composites
grande diffusion pour leur excellent rapport performances me´caniques/prix, meˆme si leur
proprie´te´s me´caniques restent faibles par rapport aux fibres de carbone. Les proprie´te´s
me´caniques de ces fibres se de´gradent fortement avec l’humidite´. Enfin, les fibres d’ara-
mides posse`dent des proprie´te´s me´caniques similaires a` celles des fibres de carbone pour
une densite´ le´ge`rement infe´rieure (1, 5) mais surtout pour un prix 3 a` 5 fois infe´rieur.
La plus connue est le Kevlar r© de DuPont de Nemours. Elles posse`dent d’excellentes
proprie´te´s d’absorption, de tenue au choc et de re´sistance a` la fatigue mais en revanche
posent des proble`mes d’adhe´rence a` la matrice ce qui conduit a` de mauvaises proprie´te´s
en compression.
1.1.4.2 Proprie´te´s thermiques
Une caracte´ristique importante des fibres est leur cœfficient de dilatation ne´gatif ou
quasi nul dans le sens axial. Cette proprie´te´ peut eˆtre be´ne´fique ou nuisible selon le type
d’application. Associe´es a` une matrice a` cœfficient de dilatation positif, ces fibres vont
avoir tendance a` cre´er des contraintes thermo-me´caniques ne´fastes au niveau des interfaces
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Caracte´ristiques me´caniques Carbone Verre Aramide
des fibres (HR) (E) (kevlar 49)
Masse volumique ρ (kg/m3) 1 750 2 600 1 450
Diame`tre (µm) 5 a` 7 10 a` 20 12
Module de Young Ef (GPa) 230 73 130
Contrainte a` la rupture σfu (MPa) 3000− 4000 3400 3600
Module spe´cifique Ef/ρ (MN m kg−1) 130 28 90
Contrainte spe´cifique σfu/ρ (MN m kg−1) 1, 71− 2, 29 1, 3 2, 48
Tableau 1.2 – Caracte´ristiques me´caniques des fibres de carbone, des fibres de verre (E)
et des fibres d’aramide (d’apre`s Berthelot (2005)).
(Gigliotti (2004)). En revanche, en utilisant des arrangements de fibres judicieux il est
possible en the´orie de fabriquer des mate´riaux pre´sentant une dilatation nulle (Grosset
(2004)).
1.1.4.3 Les diffe´rents types d’architecture
Les fibres utilise´es posse`dent des diame`tres tre`s faibles. Pour simplifier la manipulation
des fibres, des semi-produits dans lesquels plusieurs milliers de fibres sont place´es coˆte a`
coˆte, selon des directions connues, sont utilise´s. Cette orientation peut eˆtre re´alise´e a` partir
de diffe´rentes architectures (voir figure 1.2) : les unidirectionnels (UD), les bidirectionnels
(tisse´, tresse´, . . . ) ou les renforts multi-axiaux. Les renforts sont donc commercialise´s sous
forme de nappes qui peuvent eˆtre impre´gne´es de re´sine (pre´-impre´gne´es) ou non (nappes
se`ches) en fonction du proce´de´ d’e´laboration choisi (Cf. §1.2).
(b)(a)
(c) (d)
Figure 1.2 – Diffe´rents types de renforts : (a) nappe unidirectionnelle, (b) mat, (c) tissu,
(d) tissage tridimensionnel orthogonal.
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Les unidirectionnels (voir figure 1.2-a) pre´sentent des performances me´caniques qui
de´pendent du type de renforts (verre, carbone, etc . . . ) et autorisent des sollicitations
uniquement dans la direction des fibres. Les fibres peuvent se pre´senter sous forme de
bobine ((( Roving ))) ou peuvent eˆtre relie´es par un fil fin ((( nappes ))). A partir de ces
nappes, des se´quences d’empilements sont e´labore´s en fonction des proprie´te´s me´caniques
attendues. Notons que les pre´-impre´gne´s, produits semi-finis qui fournissent actuellement
les meilleures performances me´caniques, sont e´labore´s a` partir d’uni-directionnels. Actuel-
lement, les couˆts de manipulation et de conservation des uni-directionnels pre´-impre´gne´s
conduisent a` l’utilisation de renforts multi-directionnels. Les multi-directionels (voir figure
1.2-a, 1.2-b et 1.2-c) pre´sentent des arrangements de fibres dans au moins deux directions
(tissus 2D : figure 1.2-c). Ils peuvent e´galement eˆtre munis d’un renfort dans la direction
transverse (tissus 3D : figure 1.2-d). Le plus courant est le mat (voir figure 1.2-a) qui se
pre´sente sous forme de fibres place´es ale´atoirement dans l’espace. La structure ne pre´sente
pas de direction pre´fe´rentielle (comportement quasi-isotrope). Les proprie´te´s me´caniques
sont moyennes. Ils sont utilise´s pour des structures non travaillantes. Les tissus (figure
1.2-c) permettent de re´pondre aux e´conomies de manipulations mais e´galement au ren-
fort dans les directions transverses par couture d’empilement de tissus 2D ou tissage 3D
(figure 1.2-d). Ils permettent une bonne mise en forme du renfort puisque la structure
autorise une de´formation en cisaillement (ne´cessaire au drapage) sans de´te´rioration. Ils
peuvent eˆtre impre´gne´s ou non et sont caracte´rise´s par une ondulation des me`ches appele´
embuvage. Ce phe´nome`ne provoque un de´salignement des directions principales et donc
un amoindrissement des proprie´te´s me´caniques. Pour re´pondre a` ce proble`me de nouveaux
renforts multi-axiaux ont e´te´ de´veloppe´s.
1.1.4.4 Les renforts multi-axiaux
Les renforts multi-axiaux de´signent des mate´riaux e´labore´s a` partir de nappes unidi-
rectionnelles maintenues entre elles. Ce maintien est le plus souvent assure´ par un fil de
couture. Ces renforts sont particulie`rement adapte´s a` une utilisation dans les proce´de´s
par voie se`che. Contrairement aux renforts tisse´s, ils ne pre´sentent pas d’embuvage d’ou`
le nom de NCF (Non Crimped Fabrics) de´veloppe´ par Airbus et de NC2 (Non Crimped
New Concept) de´veloppe´ par Hexcel Reinforcements. Les NCF reposent sur une de´pose en
continu de me`ches contenant un faible nombre de fibres (3 000 a` 24 000) qui sont ensuite
cousues a` travers l’e´paisseur. L’e´panouissement des me`ches reste assez limite´ compte tenu
du concept utilise´, ce qui implique une de´gradation des caracte´ristiques me´caniques par la
pre´sence de poches de re´sine entre les me`ches (compression et cisaillement inter-laminaire ;
Drapier et Wisnom (1999)). Ces espaces inter-me`ches permettent ne´anmoins de faciliter
l’e´coulement de la re´sine lors de l’impre´gnation (Drapier et al. (2002)). Enfin, le faible
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nombre de fibres par me`che rend ce produit relativement one´reux. Les NC2 sont e´labore´s
a` partir de me`ches contenant un tre`s grand nombre de fibres (24 000 a` 80 000) qui sont
e´panouies (aplaties) puis juxtapose´es de manie`re a` former des nappes. Ces nappes sont
ensuite de´pose´es en continu pour former le renfort multi-axial. Les nappes obtenues sont
tre`s homoge`nes ce qui conduit a` de bonnes caracte´ristiques me´caniques mais rend difficile
l’e´coulement de la re´sine lors de la mise en forme. Bien qu’il soit ne´cessaire de mettre
en œuvre une e´tape supple´mentaire dans la fabrication des NC2 ((( l’e´panouissement des
me`ches ))), le gain sur le couˆt total est de 20 a` 30 % par rapport aux NCF. Le fil de couture
permet de faciliter l’infiltration de la re´sine dans le renfort (Drapier et al. (2002)) bien qu’il
soit a` l’origine d’un de´salignement des fibres qui reduit les caracte´ristiques me´caniques.
1.1.5 Cycle de pression tempe´rature
Pour atteindre l’e´tat final de la fabrication c’est a` dire le durcissement de la re´sine il
est ne´cessaire que les deux constituants subissent simultane´ment un cycle de pression et
de tempe´rature. Ce cycle est spe´cifique au syste`me de re´sine et de durcisseur/acce´le´rateur
et il est donne´ par le fournisseur. Le cycle de pression permet par ailleurs le de´gazage c’est
a` dire l’e´limination des bulles d’air et des gaz volatiles re´sultant de la re´action thermo-
chimique. Un exemple de cycle de pression / tempe´rature est donne´ sur la figure 1.3 pour
une re´sine e´poxyde.
Figure 1.3 – Cycle de cuisson pour une re´sine e´poxyde : (a) pression et tempe´rature en
fonction du temps et (b) e´volution correspondante de l’e´tat de la re´sine thermodurcissable.
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1.2 Les proce´de´s
Historiquement, les proprie´te´s me´caniques les plus e´leve´es e´taient obtenues en utilisant
des renforts unidirectionnels pre´-impre´gne´s en contrepartie de couˆts e´leve´s (main d’œuvre,
stockage, matie`re et mate´riel). Depuis la fin des anne´es 80, les proce´de´s par voie se`che, ont
permis de re´duire conside´rablement ces couˆts a` condition d’utiliser des renforts secs tels
que les multi-axiaux. Aujourd’hui ces nouvelles solutions permettent d’e´galer les proprie´te´s
me´caniques obtenues avec les UDs pre´-impre´gne´s. Les principales limitations concernent
les proce´de´s de mise en œuvre. Ainsi de nombreux proce´de´s sont sans cesse de´veloppe´s dans
l’industrie afin d’ame´liorer la qualite´ de l’impre´gnation et de maˆıtriser les caracte´ristiques
de la pie`ce finale.
1.2.1 Les proce´de´s par voies humides ou pre´-impre´gne´es
Les nappes et les tissus pre´-impre´gne´s re´sultent de l’association de fibres et de re´sine
dans un e´tat de polyme´risation adapte´ a` la mise en œuvre (drapage) mais aussi a` sa
conservation. Ils pre´sentent l’avantage d’un emploi commode et permettent de maˆıtriser
facilement les proprie´te´s du produit fini en particulier la fraction volumique de fibre. En
principe, une se´quence d’empilement est re´alise´e puis la pie`ce est mise dans une cavite´
sous vide puis dans une autoclave qui applique un cycle de pression / tempe´rature (voir
paragraphe 1.1.5) propre aux pre´-impre´gne´s utilise´s. La pie`ce obtenue pre´sente d’excel-
lentes proprie´te´s me´caniques re´sultant d’une faible porosite´, d’une fraction volumique de
fibre e´leve´e et d’une re´partition homoge`ne de la re´sine. Mais cette qualite´ a` un prix. Les
couˆt de stockage et de matie`re premie`re sont tre`s e´leve´s. Ils seraient 40% moins importants
si la re´sine et les renforts e´taient stocke´s se´parement. A ces couˆts s’ajoutent des couˆts de
mise en œuvre et de mate´riel tre`s importants.
1.2.2 Les proce´de´s par voie se`che
L’apparition de ces proce´de´s re´pond a` un besoin de re´duction des couˆts a` perfor-
mances identiques. Ils sont utilise´s principalement pour la mise au point de composites
Hautes Performances dans les domaines de pointe tel que l’automobile, l’ae´ronautique, la
construction navale, les installations e´oliennes, ... Il existe principalement deux grandes
familles de proce´de´s desquelles de´coulent de nombreuses variantes. Les proce´de´s par in-
jection consistent a` injecter une re´sine liquide dans un moule rigide. Ces proce´de´s sont
connus sous les acronymes RTM (Resin Transfer Molding), VARTM (Vacuum Assisted
Resin Transfer Molding) ou ICRTM (Injection Compression Resin Transfer Molding).
Pour re´pondre aux proble`mes de remplissage rencontre´s sur des structures de taille im-
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portante et dans une strate´gie de re´duction permanente des couˆts, les proce´de´s par infu-
sion font depuis une vingtaine d’anne´es leur apparition. Ceux-ci sont plus connus sous les
acronymes VARI (Vacuum Assisted Resin Infusion), RIFT (Resin Infusion under Flexible
Tooling), SCRIMP (Seemann Composites Resin Infusion Molding Process), RFI (Resin
Film Infusion), LRI (Liquid resin Infusion), ... Il faut noter que de nouveaux proce´de´s
sont sans cesse de´veloppe´s dans l’industrie des composites, meˆme si les principes de base
restent identiques. Nous nous proposons de de´crire ici brie`vement les grands principes qui
sous-tendent les proce´de´s actuellement les plus utilise´s a` savoir les proce´de´s par injec-
tion type RTM puis les proce´de´s par infusion LRI et RFI que nous nous proposons de
mode´liser dans ce travail.
1.2.2.1 Le proce´de´ RTM
Le proce´de´ par injection RTM est apparu au de´but des anne´es 1980. Apre`s une e´tape
de pre´formage des renforts, les pre´formes sont place´es dans un moule ferme´ muni d’une
ou plusieurs buses d’injection et d’un ou plusieurs e´vents (Barbero (1998)). La re´sine est
ensuite injecte´e a` pression ou vitesse controˆle´e puis un cycle de tempe´rature est impose´
(voir figure 1.4). Il est e´galement possible de cre´er un vide d’air graˆce a` l’e´vent (proce´de´
VARTM ). L’injection de re´sine a lieu dans le plan des renforts. Les pie`ces cre´e´es pos-
se`dent des formes complexes a` deux faces lisses pour une e´paisseur finale controˆle´e. La
pre´sence d’un moule rigide en deux parties peut entraˆıner un surcouˆt mais induit des
temps de cycle courts et de faibles couˆts de main d’œuvre pendant l’injection. Par ailleurs
les fractions volumiques de re´sine et de fibres sont tre`s bien controˆle´es. En revanche, il
est difficile d’atteindre un remplissage parfait du moule pour les pie`ces de grandes dimen-
sions. Ces difficulte´s de remplissage conduisent a` une e´tude de la strate´gie de placement
des points d’injection prenant en compte la variation de la viscosite´ de la re´sine pendant
le remplissage (Kang et al. (2000)).
préforme
pompe à vide
(VARTM)moule
injection de résine
vitesse ou pression constante
Figure 1.4 – Proce´de´ RTM : Resin Tranfer Molding (Barbero (1998)).
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1.2.2.2 Les proce´de´s par infusion LRI et RFI
Les proce´de´s par infusion ont e´te´ mis au point ces dernie`res anne´es afin de re´soudre
les proble`mes de remplissage lie´s au proce´de´ RTM sur de longues distances et de re´duire
les couˆts de production. Ils consistent d’une manie`re ge´ne´rale a` infuser la re´sine a` travers
l’e´paisseur des renforts plutoˆt que dans leur plan sous l’action d’une pression motrice
engendre´e par le vide. L’ide´e de base de ces proce´de´s e´tait que des couches se´pare´es et
alterne´es de fibres et de re´sine pourraient permettre aux bulles d’air de s’e´chapper pendant
le processus de cuisson et d’infusion en autoclave (Blest et al. (1999)). Cette technique
ame´liore´e depuis, permet la production de structures e´paisses et de bonne qualite´, tout
en re´alisant une e´conomie par rapport aux techniques utilisant des pre´-impre´gne´s et au
proce´de´ RTM. Parmi eux, nous nous proposons de mode´liser ici plus pre´cise´ment deux
types de proce´de´s regroupant l’ensemble des particularite´s des proce´de´s par infusion : les
proce´de´s LRI (Liquid Resin Infusion) et RFI (Resin Film Infusion). Les mode`les ainsi
de´veloppe´s pourront aise´ment eˆtre applique´s dans le cadre de l’e´tude de nouvelles variantes
reposant sur le meˆme type de me´canismes physiques.
Afin d’e´viter toute confusion dans la suite, le vocabulaire suivant est employe´. Les
pre´formes humides seront e´galement qualifie´es de nappes impre´gne´es et de stratifie´. Les
pre´formes se`ches seront successivement appele´es re´seaux de fibres et nappes se`ches. Enfin
la zone de re´sine seule sera e´galement qualifie´e de zone purement fluide.
Principe : Le proce´de´ RFI consiste a` de´poser les couches de fibres pre´forme´es au
dessus de la couche de re´sine solide (voir figure 1.5). Afin d’assurer une bonne finition
de la surface supe´rieure, une plaque perfore´e peut eˆtre place´e au dessus de l’empilement
nappes / re´sine. Un tissu absorbant est e´ventuellement utilise´ pour absorber l’exce´dent
de re´sine (ge´ne´ralement en fibre de verre). L’ensemble est ensuite isole´ a` l’aide d’un film
en plastique anti-adhe´sif, puis introduit dans un syste`me permettant d’imposer un cycle
de pression (pompe a` vide) et de tempe´rature (autoclave ou table chauffante). Apre`s
application du cycle de tempe´rature, la viscosite´ du film de re´sine de´croˆıt provoquant
l’infusion de la re´sine a` travers l’e´paisseur des pre´formes sous l’action combine´e du cycle
de pression et de tempe´rature. L’infiltration et la consolidation (re´ticulation de la re´sine)
se de´roulent en une seule et meˆme e´tape (voir figure 1.5).
Plus re´cemment des techniques utilisant des lits de re´sine liquide ont fait leur appa-
rition (LRI ). Dans ce cas, la couche de re´sine est re´alise´e a` l’aide d’un tissu drainant
fortement perme´able et place´ au dessus de l’empilement de fibres pre´forme´es (voir figure
1.6). La de´formation du tissu drainant est suppose´e ne´gligeable devant les de´formations a`
l’inte´rieur des pre´formes se`ches et humides. Sa rigidite´ est tre`s grande. Le diffe´rentiel de
pression entre l’arrive´e de re´sine, situe´e au niveau du drainant, et l’e´vent, situe´ sur la base
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sac à vide
film de résine
tissus de pompage
contre moule perforé
moule
préforme
mastic
pression
évent
Figure 1.5 – Proce´de´ RFI : Resin Film Infusion (Qi et al. (1999), Han et al. (2003),
Antonucci et al. (2003) . . . ).
de la pre´forme, provoque l’infusion de la re´sine d’abord dans le drainant puis a` travers
l’e´paisseur des pre´formes se`ches (voir figure 1.6).
contre moule perforé
Sac à vide
drainant
moule
préforme
mastic
pression
arrivée de résine
évent
Figure 1.6 – Proce´de´ LRI : Liquid Resin Infusion (Williams et al. (1996)).
Remarques : des tissus d’arrachage fortement perme´ables peuvent eˆtre place´s sur les
faces infe´rieures et supe´rieures des pre´formes afin d’obtenir de meilleurs e´tats de surface.
Le contre moule est facultatif mais est souvent employe´ car il permet une re´partition
homoge`ne des e´paisseurs et conduit ainsi a` des fractions volumiques de fibres relativement
constantes.
Performances : L’infusion dans le sens transverse pre´sente un double avantage. D’abord
en terme de temps de cycles puisque les pie`ces composites ont ge´ne´ralement des rapports
section sur volume tre`s faibles. Les distances de parcours de la re´sine sont donc faibles par
rapport aux distances mises en jeu dans les proce´de´s par injection classiques (RTM ). En-
suite, en terme de qualite´ de l’infusion puisque ces faibles distances de parcours impliquent
une meilleure dissociation des phases d’infusion et de re´ticulation de la re´sine. Ces pro-
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ce´de´s permettent de produire des composites posse´dant de bonnes proprie´te´s me´caniques
re´sultant d’une impre´gnation homoge`ne des renforts et de fortes fractions volumiques de
fibres (60% de fibres sous certaines conditions de tempe´ratures et de pressions). Ils sont
relativement e´conomiques par rapport au proce´de´ RTM du fait de l’utilisation de moules
semi-rigides et du nombre limite´ de manipulations. Enfin, les proble`mes de zones se`ches
et de bulles d’air rencontre´s dans les proce´de´s par injection sur de longues distances sont
en grandes partie supprime´s.
Les limites : D’une manie`re ge´ne´rale, malgre´ leurs concepts simples, les phe´nome`nes
physiques mis en jeu dans les proce´de´s par infusion sont relativement complexes. Le
controˆle de l’e´paisseur et de la fraction volumique de fibres de la structure finale est
extreˆmement de´licat. La phase de mise au point de nouvelles solutions composites par
infusion est donc tre`s couˆteuse en terme de R&D. Elle repose essentiellement sur une ana-
lyse expe´rimentale du proce´de´ puisqu’actuellement aucun outil analytique ou nume´rique
ne permet de pre´voir les variations d’e´paisseurs constate´es. Cette absence de dispositif
de pre´diction re´sulte d’un manque de connaissances au niveau des me´canismes re´gissant
l’interaction entre les diffe´rents constituants (la re´sine et les fibres) et les diffe´rentes zones
(la zone de re´sine seule et les nappes). A ce manque, il faut e´galement ajouter les diffi-
culte´s de caracte´risation de certains parame`tres du proce´de´ notamment les viscosite´s, les
phe´nome`nes de capillarite´s et surtout les perme´abilite´s transverses.
1.3 Conclusion
Les avantages fournis par les proce´de´s par infusion de type LRI ou RFI sont nombreux
et prometteurs, tant en terme de couˆt que de proprie´te´s me´caniques finales des structures
composites. Cependant leur maˆıtrise fait intervenir des phe´nome`nes physiques complexes
qui rendent difficile la pre´vision simultane´e des temps de cycle, des e´paisseurs et des frac-
tions volumiques de fibres a` l’aide des parame`tres du proce´de´. Actuellement l’utilisation
de ces proce´de´s est limite´e aux secteurs de pointe de l’industrie tant la phase de mise
au point de nouvelles solutions est couˆteuse. Sa migration vers des secteurs tels que les
transports ou l’e´nergie ne´cessite la maˆıtrise rapide des conditions d’e´laboration et des phe´-
nome`nes physiques re´gissant les diffe´rents me´canismes ainsi que leurs interactions, afin de
proposer et de fournir un outil permettant de pre´voir les caracte´ristiques me´caniques et
physiques de la pie`ce obtenue en fin d’infusion. C’est a` ce niveau que se situe l’inte´reˆt
du de´veloppement d’un mode`le multi-physique, puis d’un outil de simulation nume´rique
associe´, pour l’e´tude des proce´de´s d’e´laboration des mate´riaux composites par infusion.
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2.1 Introduction
Les proce´de´s par infusion proposent une forte re´duction des couˆts d’e´laboration et
de mise en œuvre, tout en assurant des proprie´te´s me´caniques aux moins e´gales a` celles
des UDs pre´-impre´gne´s et des proce´de´s par injection (RTM, VARTM, . . .). Ils restent
ne´anmoins encore mal maˆıtrise´s et controˆle´s. Actuellement, la pre´diction du comportement
des pre´formes et de la re´sine lors de l’infusion a` l’aide d’un mode`le nume´rique n’est pas
satisfaisante. De nombreuses e´tudes tentent d’apporter des informations en de´couplant les
proble`mes d’e´coulement d’une part et de modification de la ge´ome´trie des renforts d’autre
part, mais ce de´couplage n’est pas repre´sentatif du phe´nome`ne physique re´el. Seule l’e´tude
d’un mode`le ge´ne´ral couplant tous les phe´nome`nes me´caniques (solide et fluide) ainsi que
les phe´nome`nes thermo-chimiques associe´s a` la re´ticulation de la re´sine sous l’action du
cycle de tempe´rature peut permettre de pre´voir efficacement les proprie´te´s physiques et
me´caniques de la structure composite en service. Une revue bibliographique des travaux
actuels sur la mode´lisation de l’infusion est pre´sente´e dans ce chapitre.
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2.2 Difficulte´s et inte´reˆt de la mode´lisation
L’analyse des proce´de´s par infusion permet de de´gager un certain nombre de phe´no-
me`nes physiques que la mode´lisation devra prendre en compte. Actuellement le princi-
pal obstacle rencontre´ dans la mode´lisation de l’infusion concerne la prise en compte de
l’e´coulement d’un fluide (la re´sine) dans un milieu poreux subissant de grandes de´forma-
tions, notamment lors du tirage du vide. Dans la litte´rature, des e´tudes expe´rimentales
proposent d’e´tudier les interactions entre la re´sine et la de´formation des renforts dans
le milieu poreux sature´. A partir de ces constatations expe´rimentales, des mode`les em-
piriques ou semi-empiriques sont e´labore´s, mais ils restent limite´s a` des re´sines et des
renforts multi-axiaux spe´cifiques et ne sont applicables que sous certaines conditions. Le
couplage entre l’e´coulement de la re´sine et la de´formation du milieu est d’autant plus
complexe que ces deux me´canismes interviennent alors que les pre´formes subissent de
grandes de´formations et de grandes rotations (Drapier et al. (2005), Kelly et al. (2006),
. . . ). Par ailleurs, des essais me´caniques re´alise´s dans la direction transverse de pre´formes
se`ches et sature´es mettent en e´vidence un comportement fortement non-line´aire de l’em-
pilement de fibres se`ches (Breard et al. (2004)). Lopatnikov et al. (2004) mentionnent
la pre´sence de phe´nome`nes irre´versibles dans cette meˆme direction mais ceux ci ne sont
pas pris en compte dans les mode`les nume´riques ou analytiques actuels. En conclusion,
les de´formations du renfort lors de l’infusion sont tre`s rarement prises en compte par
manque de connaissance. Pourtant, elles sont ne´cessaires pour la compre´hension et la pre´-
diction des variations d’e´paisseurs et des fractions volumiques qui vont par ailleurs agir
sur l’e´coulement du fluide.
La mode´lisation ainsi que la simulation nume´rique des proce´de´s par infusion consti-
tuent dans ce cadre un moyen efficace pour la maˆıtrise de ces proce´de´s compte tenu de
la complexite´ des phe´nome`nes physiques mis en jeu, ainsi que de la spe´cificite´ d’une ana-
lyse expe´rimentale (analyse applique´e a` un couple particulier de pre´forme et de re´sine).
Au dela` de la maˆıtrise des e´paisseurs et des fractions volumiques de fibres, la simulation
nume´rique apporte e´galement des outils efficaces pour la maˆıtrise et l’optimisation des
temps d’infusion en agissant sur les parame`tres du proce´de´. Par ailleurs, l’analyse nume´-
rique permet de pre´voir les concentrations re´siduelles de contraintes et ainsi d’effectuer
des calculs de re´sistance me´canique bien plus pre´cis sur des structures en service. Par
exemple Ruiz et al. (2005) e´tudient l’influence de la tempe´rature, de la fraction volumique
de fibre et du degre´ de polyme´risation de la re´sine sur les proprie´te´s me´caniques d’un
composite (re´partition des contraintes). Enfin, et c’est sans doute le principal inte´reˆt de
cette mode´lisation, elle permet de remplacer la phase expe´rimentale de prototypage et de
test pour la mise au point de nouvelles solutions composites par une phase de pre´-choix
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nume´rique industriellement peu couˆteuse.
L’infusion apparaˆıt comme un proble`me tre`s complexe a` mode´liser. Elle meˆle des
proble`mes me´caniques couplant a` la fois des formulations en de´placement pour le com-
portement des nappes et en vitesse pour le comportement de la re´sine. Dans la suite de
ce chapitre nous allons de´crire l’e´tat de l’art concernant les trois principales difficulte´s
relatives a` la mise au point d’un mode`le multi-physique pour l’e´tude de l’infusion. Dans
un premier temps, l’interaction entre l’e´coulement de la re´sine et la de´formation des pre´-
formes poreuses doit eˆtre prise en compte. Cette interaction concerne l’action me´canique
exerce´e par le fluide sur l’empilement de fibres et la prise en compte du de´placement et de
la de´formation des nappes pendant l’e´coulement. Les conditions aux limites a` appliquer
aux frontie`res pour la prise en compte des conditions de couplage entre un e´coulement a`
l’inte´rieur et a` l’exte´rieur des pre´formes constitue la seconde difficulte´. Enfin, d’une ma-
nie`re ge´ne´rale, des proble`mes de conservation de la masse au niveau du front de fluide
apparaissent lors des simulations d’injection (type RTM ). Ces difficulte´s nume´riques sont
lie´es aux me´thodes employe´es (algorithmes de remplissage) et devront e´galement eˆtre
re´solues dans le cadre de l’infusion qui a priori reposera sur le meˆme type d’algorithme.
2.3 Revue bibliographique
Cette analyse bibliographique de l’infusion pre´sente les principaux proble`mes physiques
rencontre´s lors de l’e´laboration de mate´riaux composites. Les difficulte´s relatives a` la
caracte´risation des proprie´te´s physiques du mate´riau lors de l’infusion sont e´galement
pre´sente´es puis mises en relation avec la mise au point d’un mode`le multi-physique pour
la description de l’infusion. Enfin, les principales difficulte´s nume´riques associe´es a` la prise
en compte des phe´nome`nes physiques rencontre´s sont expose´es.
2.3.1 Les proble`mes physiques rencontre´s
La mise au point et l’analyse des proce´de´s d’e´laboration des mate´riaux composites par
voie se`che pre´sentent des difficulte´s lie´es principalement a` la pre´sence d’un e´coulement
lors de la phase de mise en forme. Ces difficulte´s concernent la formation de bulles d’air,
et donc de zones se`ches, pendant l’infusion ou l’injection de re´sine, ce qui se traduit par
une moindre re´sistance me´canique locale en service. La maˆıtrise des fractions volumiques
de fibres est e´galement essentielle afin de pre´dire les caracte´ristiques me´caniques de la
structure. Actuellement la re´ponse a` ces difficulte´s, d’un point de vue expe´rimental, re-
pose principalement sur des mesures de perme´abilite´ (Elbouazzaoui (2004)) et de courbe
contraintes / de´formation (Morel et al. (2002)). Des mesures a` l’aide de capteurs optiques
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ont e´galement e´te´ re´alise´es afin d’e´tudier les de´formations lors du cycle de re´ticulation
puis lors d’essais me´caniques (Vacher (2004)). Ces simulations ont e´galement permis de
proposer des me´thodes de suivi du front de fluide (Antonucci et al. (2003)).
2.3.1.1 Les proble`mes de remplissage et de bulles d’air
Les proble`mes de remplissage se situent a` deux niveaux d’e´chelles : l’e´chelle des micro-
pores a` l’inte´rieur des torons (espaces intra-torons) et l’e´chelle des macro-pores consti-
tue´s essentiellement par les espaces inter-torons. Pour supprimer ces effets inde´sirables
principalement deux types de techniques sont utilise´s. La premie`re consiste a` utiliser un
protocole expe´rimental adapte´ afin de re´duire la formation de vide. Afendi et al. (2005)
proposent ainsi un dispositif base´ sur un filtrage de la re´sine au moyen d’un film fibreux
et un de´gazage afin d’e´liminer la formation de micro/macrovides. La seconde technique,
consiste a` agir sur la vitesse d’injection de la re´sine. En fonction de la vitesse du fluide,
les forces visqueuses induites seront plus faibles ou plus e´leve´es que les forces capillaires
ge´ne´re´es par les tensions de surfaces (Lee et al. (2006)). Si la vitesse du fluide est e´leve´e,
les torons de fibres ne sont pas sature´s. Les bulles d’air se forment a` l’inte´rieur de ces to-
rons (voir figure 2.1-a). Au contraire, si la vitesse est faible les forces d’origine capillaires
augmentent localement la vitesse du fluide et les bulles d’air se forment dans les espaces
inter-torons (voir figure 2.1-b). Ces effets capillaires sont e´troitement lie´s aux effets de
tensions de surface (voir figure 2.1-c). Les e´tudes de Ruiz et al. (2005) et de Lee et al.
(2006) proposent d’optimiser le de´bit d’injection afin de supprimer les e´coulements relatifs
entre la re´sine a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur des torons et ainsi d’e´liminer les formations
de micro et de macro vide. Lim et al. (1999) proposent un mode`le mathe´matique afin de
pre´dire la dimension des vides a` partir du nombre capillaire2.
2.3.1.2 La de´termination de la perme´abilite´
Les mesures de perme´abilite´ de renfort fibreux sont, a` juste titre, tre`s e´tudie´es dans la
litte´rature. En effet, la connaissance de la perme´abilite´ est essentielle pour une pre´vision
re´aliste de la physique du proce´de´, donc des principales caracte´ristiques de la structure
composite (e´paisseurs, fractions volumiques de fibres, . . . ). Une e´tude bibliographique
permet de scinder l’analyse de la perme´abilite´ en deux cate´gories. Les analyses en re´gime
sature´ et insature´ sont re´alise´es respectivement sur des pre´formes comple`tement impre´-
gne´es et en cours d’impre´gnation. Les perme´abilite´s sont alors obtenues en injectant les
releve´s de pression et de de´bit directement dans des relations the´oriques de´crivant l’e´coule-
2Nombre capillaire Ca = η v¯γ cosθ avec η la viscosite´ du fluide, γ la tension de surface, v¯ la vitesse
superficielle ou macroscopique et θ l’angle de contact entre la re´sine et les fibres.
24
2.3. Revue bibliographique
aspiration
front amont(b) Fvisqueux<Fcapilaire
(a) Fvisqueux>Fcapilaire
mercure
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Figure 2.1 – Me´canisme de formation des bulles d’air en re´gime transitoire : (a) Fvisqueuse >
Fcapillaire, (b) Fvisqueuse < Fcapillaire (d’apre`s Lee et al. (2006)) et (c) la capillarite´ .
ment dans le milieux poreux (par exemple la loi de Darcy ; Bre´ard et al. (1998)). D’autres
auteurs utilisent des relations semi-empiriques de´termine´es a` partir de mode`les the´oriques
afin de proposer une mesure de la perme´abilite´ : approche de Carman Kozeny (Charpen-
tier (2004)). Les phe´nome`nes capillaires mis en e´vidence dans le paragraphe pre´ce´dent
jouent un roˆle pre´ponde´rant sur la perme´abilite´. La saturation du renfort devra donc
eˆtre prise en compte dans la de´termination de sa perme´abilite´. Breard et al. (1999) puis
Michaud et Mortensen (2001) proposent ainsi de se´parer la perme´abilite´ en deux parties
(K = Keffective Krelative), la perme´abilite´ effective Keffective i.e. la perme´abilite´ me-
sure´e en re´gime sature´, et Krelative une grandeur comprise entre 0 et 1 de´pendant du
niveau de saturation note´ s. Les mesures re´alise´es en re´gime sature´ et insature´ par Drapier
et al. (2005) sur des nappes de type NC2, indiquent de plus une forte de´pendance de la
perme´abilite´ transverse a` la face d’injection. Cette diffe´rence est essentiellement lie´e a` la
pre´sence des trous de coutures. Dans cette e´tude, la perme´abilite´ en re´gime sature´ est
environ dix fois plus faible que la perme´abilite´ en re´gime transitoire.
Pour conclure, le comportement au voisinage du front de fluide ne peut pas eˆtre de´crit
par l’association d’une loi de Darcy avec une perme´abilite´ effective. Les forces capillaires
agissant au niveau du front de fluide doivent e´galement eˆtre prises en compte, par exemple
au moyen d’une perme´abilite´ relative de´pendant essentiellement du niveau de saturation.
2.3.2 Difficulte´s nume´riques
2.3.2.1 E´coulement dans un milieu poreux compressible
Une des principales difficulte´s rencontre´e dans la mode´lisation concerne les conditions
de couplage entre l’e´coulement de la re´sine et la prise en compte de la compression des
nappes. La compressibilite´ des pre´formes lors de l’infusion est lie´e a` l’e´quilibre transitoire
25
Chapitre 2. Mode´lisation de l’infusion : E´tat de l’art
entre la pression applique´e par le sac a` vide et l’action du fluide sur le squelette de fibres.
La distribution de pression et la me´canique de l’e´coulement doivent par ailleurs prendre
en compte le changement de ge´ome´trie du domaine au cours du temps. Dans ce type
d’analyse, cette distribution de pression est principalement controˆle´e par la perme´abilite´
qui de´pend a` la fois de la porosite´ des pre´formes (Park et Kang (2003)) et de leur degre´ de
remplissage ou saturation (Acheson et al. (2004)). La porosite´, et par conse´quent la frac-
tion volumique de fibres, est principalement une fonction de la de´formation des pre´formes
et ainsi directement associe´e au comportement me´canique des pre´formes (Gutowski et al.
(1987), Morel et al. (2002) ...). D’un point de vue expe´rimental, ces interactions ont e´te´
clairement e´tablies dans la litte´rature ou` des de´formations non ne´gligeables peuvent eˆtre
mesure´es (Drapier et al. (2002)) et de´pendent a` la fois du re´gime d’e´coulement e´tudie´
et des conditions aux limites applique´es (Morel et al. (2002)). Cependant, le manque de
connaissances relatives a` la prise en compte de cette compressibilite´ conduit a` l’utilisation
de simulations d’infusion de re´sines visqueuses dans des milieux non-de´formables pour le
traitement de ce type de proble`me. Les mode`les employe´s de´crivent dans ces cas l’e´cou-
lement d’un fluide a` travers un milieu poreux inde´formable en utilisant par exemple la
loi de Darcy. Dans le but d’ame´liorer ces mode`les simples, des approches plus ou moins
empiriques sont utilise´es pour traiter le proble`me de la compression des pre´formes lors de
l’infusion.
Dans le cadre de la mode´lisation des proce´de´s par infusion, les premiers mode`les de´ve-
loppe´s par Loos et MacRae (1996) prennent bien en compte l’e´volution de la porosite´ (et
donc de la perme´abilite´) avec la compaction du sac a` vide mais n’inte`grent pas l’action de
la re´sine sur la de´formation des renforts. Les e´tudes de Preziosi et al. (1996) et Ambrosi
et al. (2002) proposent l’utilisation d’un mode`le line´aire pour l’e´tude de l’injection d’une
re´sine visqueuse dans une pre´forme poreuse e´lastique pour des proble`mes 1D. Ce mode`le
simplifie´ est base´ sur une modification des e´quations de conservation de la masse et de
la quantite´ de mouvement des phases fluides et solides. Plus re´cemment, certains auteurs
pre´conisent l’emploi d’un mode`le de comportement de type Terzaghi, i.e. un mode`le de
type Kelvin Voigt dans lequel la contribution de la partie liquide (la re´sine) sur la partie
solide (les pre´formes) est introduite via sa pression hydrostatique (Park et Kang (2003)).
Dans ce cas, une loi expe´rimentale est utilise´e pour le comportement de pre´formes se`ches.
Dans leur travaux, Deleglise et al. (2005a) s’inte´ressent a` l’influence de de´formations in-
duites ou force´es sur la distribution de pression pour des proble`mes mono-dimensionnels
et comparent ces analyses a` des re´sultats analytiques. Blest et al. (1999) proposent un
mode`le 1D base´ sur l’e´criture des e´quations de conservation dans la re´sine, les pre´formes
et les pre´formes impre´gne´es pour des empilements alterne´s de films de re´sine solides et de
pre´formes. Le meˆme type d’approche est propose´ par Correia et al. (2005), dont les tra-
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vaux portent sur un mode`le analytique pour l’infusion d’un domaine compressible et pour
lesquels l’analyse de la compressibilite´ repose sur un mode`le de Gutowski dans la direction
transverse (Gutowski et al. (1987)). Globalement ces analyses restent unidirectionnelles
et ne sont de toute fac¸on pas adapte´es a` l’inte´gration dans des solveurs industriels base´s
sur la me´thode des e´le´ments finis. En effet, dans ces mode`les, les e´quations de conser-
vation n’apparaissent pas clairement sous forme d’e´quation aux de´rive´es partielles de la
conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement. Elles sont pre´sente´es sous forme
inte´grale et tiennent compte d’autres phe´nome`nes thermo-physico-chimiques. Les meˆmes
remarques peuvent eˆtre formule´es pour les travaux de Kessels et al. (2006) concernant la
mode´lisation des proce´de´s RIFT.
En revanche, les e´tudes de Joubaud et al. (2002) portent sur une analyse nume´rique
de l’effet de la compression des pre´formes humides sur la distribution de contraintes (pro-
ce´de´ VARI ) et introduisent a` cette occasion de nouveaux e´le´ments finis ((( e´le´ments de
Darcy )))3. La simulation nume´rique d’injections a` partir de ces nouveaux e´le´ments, per-
met de minimiser la formation de vide par optimisation des de´bits d’injection dans le
cadre de pre´formes compressibles (Trochu et al. (2006)).
D’une manie`re ge´ne´rale, les e´tudes actuelles sont principalement base´es et formule´es a`
partir de constatations et approximations expe´rimentales. Elles utilisent par exemple des
lois semi-empiriques pour calculer la distribution de contraintes a` l’inte´rieur de la pre´forme
humide. Bien que certaines re´fe´rences synthe´tisent de manie`re exhaustive les e´quations de
conservation pour des e´coulement multi-phasiques (Schrefler et Scotta (2001)), les outils
nume´riques associe´s pour traiter le proble`me multiphysique fortement couple´ ne sont pas
pre´sente´s.
En re´sume´, la mode´lisation et la simulation nume´rique d’un e´coulement a` l’inte´rieur
de pre´formes subissant de fortes de´formations est e´tudie´ dans la litte´rature. Cependant,
les mode`les propose´s sont limite´s a` des e´tudes mono-dimensionnelles, des mate´riaux spe´ci-
fiques et des conditions aux limites particulie`res. Il semble donc justifie´, sur la base de ces
observations, de de´crire d’une autre manie`re les interactions entre ces deux me´canismes a`
savoir l’e´coulement de la re´sine dans un milieu compressible d’une part, et d’autre part la
de´formation proprement dite des pre´formes sous l’action du fluide a` l’inte´rieur des pores
de ces pre´formes. Dans le cadre de nos travaux, l’utilisation conjointe du mode`le de Ter-
zaghi pour le comportement des nappes et de la formulation d’Euler Lagrange Arbitraire
(ELA) pour le comportement du fluide sera utilise´e. Ils seront pre´sente´s en de´tail dans la
deuxie`me partie de ce manuscrit. A cette premie`re difficulte´, viennent s’ajouter d’autres
types de proble`mes lorsque l’e´coulement se de´roule e´galement a` l’exte´rieur des pre´formes.
3e´le´ment fini dit (( de Darcy )) inte´gre´ par ESI-GROUP dans le solveur de PAM-RTMTM pour la
simulation nume´rique des proce´de´s de type VARI.
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Une condition supple´mentaire doit alors relier le comportement me´canique d’une zone
purement fluide a` celui de la zone de pre´forme, partiellement ou totalement sature´e.
2.3.2.2 Couplage entre une zone purement fluide et le milieu poreux partiel-
lement sature´
Les conditions de couplage entre l’e´coulement de re´sine a` l’inte´rieur des pre´formes et
l’e´coulement de la re´sine seule sont tre`s peu e´tudie´es dans la litte´rature. Elles se limitent
a` des analyses expe´rimentales qui conduisent a` la mise au point de mode`les empiriques.
Actuellement, les mode`les et simulations nume´riques d’infusion ne sont pas en mesure
de repre´senter la zone de re´sine seule. Cette zone est ge´ne´ralement remplace´e par une
condition limite simplifie´e de type pression constante ou de´bit d’injection au niveau de
la frontie`re (Park et Kang (2003)). Certaines e´tudes s’inte´ressent a` la prise en compte
de la re´sistance a` l’e´coulement lors du remplissage et donc a` l’e´volution des conditions
e´quivalentes d’injection par une mise a` jour des pressions ou des de´bits (Deleglise et al.
(2005b)). Dans ce type d’analyse la conservation du vecteur contrainte est ve´rifie´e mais
la conservation de la masse n’est pas conside´re´e, la re´sine e´tant apporte´e par une buse
d’injection.
Meˆme si la condition de couplage entre les zones partiellement sature´es et purement
fluide n’est actuellement pas e´tudie´e dans la litte´rature dans le cadre de la mode´lisa-
tion des proce´de´s d’e´laboration des mate´riaux composites, certaines re´fe´rences relatives a`
l’e´tude de l’e´coulement dans les sols et au ruissellement de l’eau en surface proposent une
synthe`se des conditions aux limites a` appliquer pour satisfaire la continuite´ des e´quations
de conservations (Layton et al. (2003)). Ces conditions dites de Beaver-Jospeh-Shaffman
ont e´te´ pre´sente´es par de nombreux auteurs dans le cas de milieux poreux non de´formables
(Ja¨ger et Mikelic (2001), Rivie`re et Yotov (2005), . . . ). Dans ces approches, la continuite´
des e´quations de conservation de la quantite´ de mouvement et de la masse est conside´re´e.
En d’autres termes, la continuite´ du vecteur contrainte au niveau de l’interface, ainsi que
celle de la vitesse normale, doit eˆtre satisfaite. Cette condition de couplage introduit e´ga-
lement un facteur de glissement, i.e. une condition sur les vitesses tangentielles au niveau
de l’interface, qui doit eˆtre caracte´rise´e par une analyse expe´rimentale (Porta (2005)).
En particulier, ce facteur de glissement jouera un roˆle de´terminant lorsque des courbures
seront introduites dans le mode`le. Il est important de noter que la condition de couplage
dans sa formulation actuelle ne permet pas la prise en compte de la de´formation du milieu
poreux lors de l’e´coulement. Par conse´quent, il est ne´cessaire d’e´tudier de manie`re plus
approfondie une nouvelle condition de couplage dans le cas des proce´de´s d’e´laboration
par infusion des mate´riaux composites. En paralle`le, une caracte´risation expe´rimentale
du facteur de glissement pour la condition en vitesse tangentielle devra eˆtre mene´e pour
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de´crire plus pre´cise´ment les effets de bords.
2.3.2.3 Couplage entre deux zones a` forte diffe´rence de perme´abilite´
De plus en plus d’e´tudes sont re´alise´es afin de coupler des milieux a` perme´abilite´s
tre`s diffe´rentes. Deux types d’applications sont vise´es par celles-ci. D’abord, l’utilisation
et l’analyse nume´rique de canaux d’e´coulement pre´fe´rentiel a` perme´abilite´ e´leve´e (ge´ne´-
ralement appele´s (( runner ))) permettant d’assurer une meilleur re´partition des points
d’injections (Hammami et al. (1998) et Trochu et al. (2006)). Ensuite, la mode´lisation de
techniques par infusion de type LRI ne´cessite l’utilisation de tissus drainants a` perme´a-
bilite´ e´leve´e. Les travaux de Diallo et al. (1998) indiquent une bonne corre´lation entre
les re´sultats expe´rimentaux et les re´sultats nume´riques pour des couches de pre´formes de
perme´abilite´s diffe´rentes. Ne´anmoins, lorsque les perme´abilite´s sont tre`s e´loigne´es comme
dans le cas de l’association d’un drainant (perme´abilite´ forte ≈ 10−3-≈ 10−6) avec un
renfort pour proce´de´ LCM (perme´abilite´ faible ≈ 10−12-≈ 10−14), les solveurs nume´riques
actuels ne permettent pas d’obtenir des re´sultats satisfaisants compte tenu des tre`s forts
gradients d’e´chelles. Srinivasagupta et al. (2003) proposent dans ses simulations de struc-
tures (( sandwich )) quelques parame`tres adimensionnels qui pourraient e´liminer ces effets
mais ceux-ci sont applique´s a` des rapports de perme´abilite´s plus faibles (102).
2.3.2.4 Conservation de la masse et suivi du front de fluide
Au dela` des aspects propres a` l’infusion d’une re´sine dans une pre´forme, des pro-
ble`mes de conservation de la masse subsistent meˆme dans le cas d’injection de milieux
poreux de dimensions fixes. Ces difficulte´s sont principalement relatives aux algorithmes
de remplissage actuellement utilise´s et donc a` l’interface reliant le milieu poreux sature´ et
les pre´formes se`ches, i.e. le front de fluide. Pour appre´hender le remplissage, par nature
transitoire, les logiciels de simulation par e´le´ments finis actuels utilisent des algorithmes
ite´ratifs ou` l’avance´e du front de fluide se fait en deux temps (logiciels commerciaux : PAM-
RTM TM (( ESI-GROUP ))4 et RTMWorx (( PolyWorx ))5 ; universitaires : LIMS (Brouwer
et al. (2003)) (( Delaware ))6 et FE/CV code (Kang et Lee (1999)) (( SNU ))7). Pour une
ge´ome´trie donne´e, une premie`re e´tape consiste a` de´terminer un groupe d’e´le´ments et un
temps de remplissage pour ce groupe. Le champ de pression dans ce groupe est calcule´ en
appliquant des conditions aux limites spe´cifiques (la pression ou le de´bit d’injection sur
la face d’injection et le vide au niveau du front de fluide). La seconde e´tape consiste a`
4http ://www.esi-group.com/
5http ://www.polyworx.com/
6http ://www.ccm.udel.edu/
7http ://www.snu.ac.kr/engsnu/
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calculer, a` partir du champ de pression pre´ce´dent, les flux de re´sine au niveau du front
de fluide. A partir de ces flux, un temps de remplissage est associe´ a` un nouveau groupe
contenant les e´le´ments totalement sature´s. L’algorithme est re´ite´re´ sur le nouveau groupe
jusqu’au remplissage complet de la ge´ome´trie discre´tise´e.
Actuellement deux types d’algorithmes sont utilise´s. La me´thode dite FEM/CV (Fi-
nite Element Method / Control Volume) utilise´e dans la plupart des logiciels commerciaux
ou universitaires (LIMS, RTMWorx, . . . ), repose sur la construction de cellules de Voro-
no¨ı a` partir du maillage e´le´ments finis (Frey et George (1999), Okabe et al. (2000)). La
re´solution du proble`me d’e´coulement sur ce maillage donne un champ de pression. Ainsi,
chaque cellule de Vorono¨ı est associe´e a` un degre´ de liberte´ en pression qui permet le
calcul des flux entre les frontie`res du volume (Shojaei et al. (2003)). Associe´ au temps de
remplissage, ce flux permet ainsi de de´terminer les nouveaux e´le´ments remplis au cours de
l’ite´ration suivante (Lim et Lee (2000), Advani et Bruschke (1994), . . . ). Des approches
en re´gime transitoire et en re´gime quasi-statique ont e´te´ propose´es (avec prise en compte
ou non de la saturation). Bien que tre`s utilise´e, cette premie`re me´thode ne permet pas de
satisfaire de manie`re pre´cise la conservation de la masse. Les erreurs rencontre´es dans les
proble`mes 2D et 3D sont principalement dues a` l’association d’une pression constante a`
un volume de controˆle (cellule de Vorono¨ı). Par conse´quent, lorsque les flux sont calcule´s
a` travers les frontie`res de ces volumes, ils conduisent a` une mauvaise estimation du rem-
plissage des nouveaux e´le´ments (Joshi et al. (2000)). En particulier, une diminution de
l’erreur est constate´e lorsque le maillage est raffine´.
Pour re´soudre les proble`mes rencontre´s et ame´liorer la conservation de la masse, un
certain nombre de me´thodes base´es sur des pre´-traitements ou des me´thodes de re´solution
diffe´rentes ont e´te´ pre´sente´es. Lin et al. (1998) proposent une inte´gration implicite des
e´quations en introduisant la saturation dans le proble`me e´le´ment finis. Bien que promet-
teuse, cette approche se heurte rapidement au manque de connaissances et de donne´es
expe´rimentales pour relier et de´terminer une loi couplant la saturation et la pression. Plus
re´cemment, Joshi et al. (2000) ont mis au point une me´thode base´e sur un tri des e´le´ments,
puis une ve´rification du bilan de masse a` l’inte´rieur de chaque e´le´ment sature´ de manie`re
a` redistribuer l’exce´dent de fluide. Ces me´thodes restent cependant tre`s couˆteuses d’un
point de vue nume´rique puisqu’elles ne´cessitent des pre´ ou post-traitements. La me´thode
propose´ par Garcia et al. (2003) utilise une e´quation de transport, pour l’e´volution de la
saturation. Cette e´quation est base´e sur des principes conservatifs adapte´s a` des grilles
fixes mais doit eˆtre modifie´e lorsque des grilles mobiles seront conside´re´es. La me´thode
des e´le´ments non-structure´s, introduite par Trochu et al. (1997) dans LCM FLOT puis
dans PAM-RTM TM par le biais des librairies PRO-FLOTTM, propose une alternative a`
la me´thode FEM/CV. Dans ce cas, la construction de volume de controˆle par la me´thode
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des cellules de Vorono¨ı n’est plus ne´cessaire puisque le volume de controˆle est associe´ a`
l’e´le´ment fini. En revanche, le champ de pression obtenu par une approximation de type
non conforme n’est plus continu sur la frontie`re de l’e´le´ment (la continuite´ est assure´ au
nœud). Ne´anmoins, la me´thode permet une meilleure conservation de la masse puisque
les flux sont calcule´s a` partir des gradients de pressions connus au centre de chaque face.
Quelle que soit la me´thode utilise´e pour traiter le remplissage, il n’est pas possible
d’appliquer directement les conditions aux limites sur le front de fluide puisque celui ci
est localise´ a` l’inte´rieur des e´le´ments. Kang et Lee (1999) proposent un raffinement du
front de fluide avec un de´placement des nœuds des e´le´ments situe´s au niveau du front
de fluide sans toucher a` la dimension ge´ne´rale du proble`me, i.e. le nombre de degre´ de
liberte´ reste constant. Bechet et al. (2003) proposent de la meˆme manie`re une me´thode
adaptative reposant sur un remaillage du front de fluide au cours du remplissage.
La me´thode X-FEM (Extended Finite Element Method) ou Level Set pourrait e´gale-
ment eˆtre adapte´e au suivi du front de fluide (Simone (2003)). Cette me´thode propose une
gestion des discontinuite´s a` l’inte´rieur d’un maillage e´le´ments finis a` l’aide d’une partition
de l’unite´ locale (Belytschko et al. (2003)). Dans ce cas a` partir d’une e´quation de trans-
port (proble`me de convection re´solu par exemple a` l’aide d’une approximation de Lesain
Raviart - Fortin et al. (1995), Abbe`s et al. (1999) et Bird et al. (2002)) ou de l’algorithme
actuel de remplissage (filling) base´ sur la me´thode des volumes de controˆle FEM/CV, le
front de fluide est localise´ et les e´le´ments situe´s au niveau du front de fluide sont enrichis.
Les conditions aux limites relatives au front de fluide sont applique´es de manie`re pre´cise
a` l’inte´rieur meˆme des e´le´ments finis du maillage par la me´thode X-FEM.
Sur la base de ces observations, une nouvelle me´thode permettant de traiter plus
efficacement la conservation de la masse devra eˆtre propose´e. Cette nouvelle me´thode
sera d’autant plus ne´cessaire que paralle`lement a` l’e´coulement, la de´formation du milieu
poreux devra eˆtre prise en compte.
2.4 Conclusion
Cette bre`ve revue bibliographique fait apparaˆıtre assez peu d’informations quant a`
la mise au point de mode`les nume´riques pour le traitement de l’infusion. Cependant, au
regard des e´tudes expe´rimentales mene´es dans ce domaine, ainsi que de l’e´tendue des
applications qui pourraient utiliser ce type de techniques d’e´laboration, la mise au point
d’un tel mode`le est ne´cessaire a` une utilisation plus large des proce´de´s par infusion.
Actuellement la mode´lisation se heurte a` un certain nombre de difficulte´s que nous
avons mises en e´vidence dans ce chapitre. Elles concernent principalement le traitement
de l’e´coulement de re´sine dans un milieu compressible a` perme´abilite´ variable. A ces
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proble`mes, il est e´galement ne´cessaire d’ajouter un manque de connaissance dans la des-
cription des me´canismes et des conditions de couplage entre des zones purement fluide et
un milieu poreux partiellement sature´.
Un certain nombre de difficulte´s tout aussi importantes, d’ordre beaucoup plus nu-
me´rique et technique n’ont pas e´te´ pre´sente´es dans ce chapitre. Elles feront l’objet d’une
description de´taille´e lors de leur traitement et de la mise en place du mode`le afin de
ne pas perdre le lecteur dans des conside´rations purement nume´riques : traitement de
l’incompressibilite´, traitement des non-line´arite´s, etc . . . .
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3.1 Analyse des besoins
Pour le traitement des proce´de´s par infusion, deux grands proble`mes doivent eˆtre
conside´re´s : le traitement de la me´canique des fluides associe´e a` la re´sine et de la me´canique
des solides associe´e aux pre´formes, et le traitement de la thermo-physico-chimie associe´e
a` la re´ticulation de la re´sine et aux transferts de chaleur. Dans ce chapitre, nous nous
inte´ressons aux outils ne´cessaires dans le cadre du de´veloppement d’une mode´lisation
comple`te de l’infusion. Cette description reste ge´ne´rale, dans le sens ou` les diffe´rents
aspects techniques relatifs a` ces outils ne sont pas de´crits. En d’autres termes, seule une
analyse des fonctionnalite´s logicielles ne´cessaires est effectue´e a` partir des observations et
des conclusions de l’e´tude bibliographique pre´ce´dente.
3.1.1 Mode´lisation du comportement des pre´formes
La litte´rature fournit tre`s peu d’informations a` propos du comportement des pre´-
formes. A notre connaissance, la compressibilite´ des pre´formes n’a actuellement jamais
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e´te´ e´tudie´e nume´riquement quel que soit le re´gime d’e´coulement (insature´ ou sature´).
Seules quelques informations expe´rimentales sont donne´es au niveau du comportement
de pre´formes se`ches (Bickerton et al. (2003)) et sature´es (Gutowski et al. (1987)). Une
formulation du comportement me´canique des nappes en grande de´formation est donc ne´-
cessaire. Cette formalisation de la compressibilite´ doit prendre en compte le caracte`re
anisotrope du comportement des pre´formes. Elle doit permettre de pre´dire l’e´volution de
la porosite´ et de la perme´abilite´ effective des renforts, c’est a` dire leur perme´abilite´ en
re´gime permanent.
3.1.2 Mode`le d’e´coulement dans un milieu poreux compressible
Seule une formulation ge´ne´rale d’un mode`le d’e´coulement dans un milieu de´formable
peut permettre d’imple´menter un mode`le multi-physique 2D voire 3D dans un code par
e´le´ments finis. Actuellement, les formulations mono-dimensionnelles dans l’e´paisseur des
pre´formes, pre´sente´es dans l’e´tude bibliographique pre´ce´dente, ne´cessitent le de´veloppe-
ment d’e´le´ment finis particuliers, comme par exemple les e´le´ments de Darcy de´veloppe´s
dans PAM-RTM TM. La formulation propose´e doit eˆtre ge´ne´rale, c’est a` dire adapte´e a`
n’importe quel type de perme´abilite´ afin de mode´liser le comportement a` perme´abilite´
forte du drainant et le comportement a` perme´abilite´ faible des pre´formes, et doit aussi eˆtre
exprime´e dans le cadre d’une analyse transitoire ge´ne´rale. Ce n’est que lors du traitement
nume´rique du mode`le que certaines hypothe`ses seront effectue´es (re´gime quasi-statique,
pre´ponde´rance des forces d’inerties, masses volumiques constantes, perme´abilite´s effec-
tives, approches en re´gime sature´ . . . ).
3.1.3 Mode`le d’e´coulement dans une zone libre
La prise en compte d’un film de re´sine ne´cessite une formulation d’un proble`me d’e´cou-
lement a` l’exte´rieur des pre´formes. Ce type de formulation n’est pas classique. La litte´-
rature indique des difficulte´s nume´riques spe´cifiques a` des formulations de ce type (for-
mulation vitesse-pression Arnold et al. (1984)). Par ailleurs, cette formulation devra eˆtre
couple´e au mode`le d’e´coulement utilise´ pour de´crire l’e´coulement dans le milieu poreux.
Les conditions de couplage entre ces deux zones devront eˆtre analyse´es. Notons que l’e´cou-
lement dans la zone purement fluide interviendra en meˆme temps que sa disparition dans
le cas du proce´de´ RFI.
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3.1.4 Gestion de l’e´volution des domaines
Lors de l’infusion de la re´sine a` l’inte´rieur des pre´formes, la zone de re´sine seule va
disparaˆıtre progressivement. Une technique adapte´e devra donc eˆtre employe´e afin de
prendre en compte l’e´volution de cette zone. Plusieurs me´thodes sont envisageables dans
l’hypothe`se de l’utilisation de la me´thode des e´le´ments finis. Soit les e´le´ments employe´s
pour de´crire le comportement de la re´sine et des pre´formes sont identiques. Dans ce cas
une me´thode permettant de ge´rer le de´placement de la frontie`re entre ces deux zones
doit eˆtre employe´e (par exemple la me´thode des e´le´ments discontinus X-FEM ou une
me´thode de raffinement du maillage). Soit les e´le´ments sont diffe´rents. Dans ce cas le
nombre d’e´le´ments employe´s dans la zone devra e´voluer a` l’aide d’une proce´dure externe
de remaillage.
3.2 De´marche adopte´e et objectifs
Le but de ce travail est de fournir une mode´lisation ge´ne´rale de l’infusion d’un fluide
thermo-re´actif dans un milieu poreux de´formable. L’e´tude ainsi propose´e vise a` fournir des
outils nume´riques adaptables dans le cadre de la mode´lisation des proce´de´s LRI et RFI,
mais e´galement de tout proce´de´ par infusion de´rivant de ces deux brevets actuellement
conside´re´s comme repre´sentatifs de deux grandes familles d’infusion, i.e. les infusions
pour lesquelles la couche de re´sine est apporte´e par un drainant et celles pour lesquelles
un film de re´sine solide est utilise´. Ce mode`le doit e´galement pouvoir eˆtre adapte´ dans
d’autres domaines d’activite´ pour lesquels des phe´nome`nes d’infusion interviennent. Le
mode`le que nous proposons ici est ainsi construit de manie`re syste´matique en inte´grant
toutes les interactions entre les diffe´rents constituants directement dans les e´quations de
conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement, comme par exemple dans les
mode`les d’e´coulement en milieu poreux bi-phasique de´veloppe´s par Schrefler (2001). Ce
mode`le est mis en place dans la partie II de ce manuscrit.
Une e´tude pre´cise des solutions logicielles pre´-existantes pour mode´liser l’infusion, se
re´ve`le infructueuse, compte tenu du caracte`re tre`s novateur du proce´de´ par rapport aux
solutions pour la mode´lisation des proce´de´s par injection tre`s bien maˆıtrise´es et utilise´es
depuis de nombreuses anne´es. Dans le cadre d’un partenariat entre l’E´cole des Mines de
Saint-E´tienne et la socie´te´ ESI GROUP, le choix s’est donc porte´ sur PAM-RTM TM8. Ce
logiciel de´veloppe´ en grande partie sur la base du solveur PRO-FLOTTM lui meˆme base´
sur le solveur LCM-FLOT de´veloppe´ a` l’E´cole Polytechnique de Montre´al en 1998 a e´te´
8ESI GROUP : http ://www.esi-group.com/ : Logiciel de´die´ a` la simulation nume´rique des proce´de´s
Resin Transfer Molding (RTM ), Vacuum Assited RTM (VARTM ) et Vacuum Assisted Resin Infusion
(VARI ) (Brouwer et al. (2003))
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choisi pour au moins deux raisons (voir la documentation de PAM-RTM TM ESI (2004)).
D’une part l’utilisation d’une librairie de´veloppe´e en C++ au niveau du solveur ce qui en
fait un code fortement modulable du fait de l’orientation objet des librairies (documenta-
tion C++ : Stroustrup (2003)). Les modifications qui pourront lui eˆtre apporte´es seront
plus facilement transportables et la mise a` disposition de librairies est bien plus simple
que celle de sources. D’autre part, l’utilisation d’un code industriel apporte une garantie
et un savoir-faire quant aux mode`les de´ja` imple´mente´s. Par ailleurs, le choix d’un logiciel
de´die´ a` la simulation des proce´de´s de mise en œuvre par injection / infusion, par rapport
a` une solution commerciale beaucoup plus ge´ne´raliste (SystusTM, AbaqusTM, . . . ) est en
partie lie´e a` la pre´sence d’un certain nombre d’outils nume´riques inte´ressants particulie`re-
ment au niveau des algorithmes de remplissage (algorithme de (( filling ))). Ici, bien que les
approches soient diffe´rentes, ce type d’algorithme doit certes eˆtre modifie´ mais est re´uti-
lisable en grande partie. Actuellement, le remplissage s’effectue a` l’aide d’une succession
de pas quasi-statiques permettant de calculer, a` partir d’un champ de pression, le flux au
niveau du front de fluide et un temps de remplissage pour de nouveaux e´le´ments. Ainsi,
de proche en proche, le remplissage total de la structure est obtenu. C’est l’approche que
nous utiliserons aussi dans nos travaux.
Les de´veloppements universitaires dans ce logiciel se de´roulent principalement a` l’E´cole
Polytechnique de Montre´al dans l’e´quipe de M.Trochu9, a` l’E´cole Nationale Supe´rieure des
Mines de Douai10 et a` l’E´cole Nationale Supe´rieure des Mines de Saint-E´tienne11. Sur la
base des observations pre´ce´dentes, relatives au besoin du logiciel de simulation utilise´, il
est e´vident que la mode´lisation de l’infusion dans ce logiciel ne´cessitera le de´veloppement
d’un certain nombre d’outils nume´riques et de formulations qui seront de´taille´s dans la
partie III de ce rapport.
9E´cole Polytechnique de Montre´al : http ://www.polymtl.ca/
10E´cole Nationale Supe´rieure des Mines de Douai : http ://www.ensm-douai.fr/
11E´cole Nationale Supe´rieure des Mines de Saint-E´tienne : http ://www.emse.fr/
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Dans la premie`re partie de ce manuscrit nous avons mis en e´vidence la complexite´ des
phe´nome`nes physiques intervenant lors de l’infusion d’une re´sine thermo-re´active dans une
pre´forme de´formable. La mode´lisation des proce´de´s par infusion va conduire a` un mode`le
fortement couple´ constitue´ d’un proble`me me´canique correspondant a` l’e´coulement de la
re´sine a` l’exte´rieur et a` l’inte´rieur de nappes poreuses compressibles (originalite´ princi-
pale des proce´de´s par infusion par rapport aux proce´de´s par injection), et d’un proble`me
thermo-physico-chimique relatif a` la re´solution couple´e de la continuite´ thermique et de la
physique de la re´ticulation. Dans cette seconde partie, nous nous limitons a` une descrip-
tion exhaustive des diffe´rentes caracte´ristiques des mode`les de´veloppe´s et propose´s dans
le cadre de la mode´lisation de l’infusion pour les proce´de´s LRI et RFI. Les diffe´rents ou-
tils nume´riques employe´s dans l’approche e´le´ments finis correspondante seront de´crits de
manie`re plus pre´cise dans la troisie`me partie de ce manuscrit. Cette description ge´ne´rale
de l’infusion doit servir de base a` l’e´laboration de nouveaux algorithmes dans le cadre de
l’utilisation de nouvelles techniques par infusion. Dans ce premier chapitre, une description
de la strate´gie de mode´lisation adopte´e dans le cadre de l’infusion est pre´sente´e.
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4.1 E´chelle de la mode´lisation
L’une des principales caracte´ristiques associe´e aux mate´riaux composites, a` leur mise
en forme, et donc a` la mode´lisation des proce´de´s d’e´laboration, est la forte he´te´roge´ne´ite´
de la structure. En particulier, les pre´formes humides sont constitue´es d’un me´lange d’au
moins deux mate´riaux : l’empilement de fibres et la matrice. La premie`re e´tape de ce travail
consiste donc a` choisir une description des me´canismes physiques parmi les approches
micro/me´soscopiques d’une part (e´chelle spe´cifique aux fibres et a` la matrice) et l’approche
macroscopique d’autre part (choix d’un volume repre´sentatif pour le milieux he´te´roge`ne).
Par conse´quent, soit le comportement de l’empilement de fibres et de la re´sine est e´tudie´
se´pare´ment en affectant des mode`les locaux thermiques et me´caniques aux fibres et a` la
re´sine, soit une description globale du comportement est re´alise´e en affectant des mode`les
(( macroscopiques )) au me´lange fibres / re´sine.
4.1.1 L’approche micro/me´soscopique
Lorsqu’elle peut eˆtre envisage´e, l’e´chelle des constituants fournit une caracte´risation
pre´cise du comportement des diffe´rents composants d’un milieu he´te´roge`ne. L’utilisation
d’une telle approche dans un contexte industriel est souvent difficile et mal adapte´e.
En effet, la mise en donne´es et la description ge´ome´trique d’une structure comple`te par
un mode`le microscopique est tre`s longue et nume´riquement tre`s couˆteuse (Bechtold et
Ye (2003)). Bien que les nappes puissent eˆtre mode´lise´es par la re´pe´tition d’un motif
e´le´mentaire et la re´sine comme un milieu homoge`ne, cette caracte´risation ne´cessite des
traitements statistiques tre`s difficiles a` mettre en œuvre. Hormis les aspects purement
ge´ome´triques, ce type d’approche ne´cessite une caracte´risation des me´canismes physiques
relatifs aux comportements des fibres et de la re´sine (me´canique et thermique) ainsi qu’une
connaissance et une maˆıtrise des phe´nome`nes physiques re´gissant le contact entre la re´sine
et les renforts d’une part et le contact entre les faisceaux de fibres pendant la compression
d’autre part. En dehors des aspects relatifs a` la me´canique du contact (Chamoret (2002)),
ces phe´nome`nes sont controˆle´s et re´gis par des me´canismes complexes faisant intervenir
du frottement (Johnson (2004)), des phe´nome`nes de mouillabilite´ (cœfficients de tension
de surface - Michaud et Mortensen (2001)), des e´coulements par capillarite´ (Verrey et al.
(2006)), etc . . . . Il faut enfin signaler que le temps de calcul associe´ a` de tels mode`les
les rendent inexploitables dans un contexte industriel pour la mise au point de proce´de´s.
L’apport de la simulation nume´rique n’est alors plus aussi pertinent en terme de couˆt et
de de´lais devant les solutions expe´rimentales de tests sur prototypes.
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4.1.2 L’approche macroscopique
A travers une approche a` l’e´chelle de la structure, l’objectif n’est pas de connaˆıtre
le comportement intrinse`que des fibres et de la re´sine mais leur comportement macro-
scopique ramene´ a` un volume repre´sentatif. Ce volume repre´sentatif est constitue´ d’un
me´lange d’air, de re´sine et de fibres. Introduisons de`s a` pre´sent la porosite´ φ du volume,
i.e. le rapport entre le volume de pores et le volume total, et la saturation s, i.e. le rapport
entre le volume de re´sine et le volume libre (volume occupe´ par la re´sine et l’air). D’un
point de vue industriel ce type d’approche conduit a` des couˆts de description de mode`les
analytiques ou nume´riques fortement re´duits, l’he´te´roge´ne´ite´ de la structure e´tant partiel-
lement supprime´e. Les temps de calculs associe´s a` ces nouveaux mode`les deviennent eux
aussi beaucoup plus inte´ressants pour une meˆme structure.
L’e´laboration d’un mode`le macroscopique pre´sente principalement deux e´tapes. En
premier lieu, il s’agit de de´terminer un mode`le de comportement macroscopique pour la
description des phe´nome`nes physiques associe´s a` chaque constituant. Ici, dans la zone de
nappes impre´gne´es, il convient de de´crire l’e´coulement de la re´sine en meˆme temps que la
de´formation des nappes dans lesquelles elle s’e´coule. Paralle`lement, une description et une
de´termination des parame`tres et proprie´te´s me´caniques et thermo-physico-chimiques doit
eˆtre effectue´e. Ces proprie´te´s macroscopiques sont souvent difficilement accessibles, dans
la mesure ou` elle de´pendent de proprie´te´s locales (microscopiques) et de (( phe´nome`nes
cache´s )). Elles sont souvent repre´sente´es par des lois semi-empiriques (par exemple la
perme´abilite´ : Charpentier (2004)) ou en utilisant des re´sultats de the´orie de l’homoge´ne´i-
sation (par exemple les proprie´te´s thermo-chimiques du me´lange de fibres et de re´sine :
Hassanizadeh (1983a)).
4.1.3 Discussion
Re´cemment de nouvelles approches meˆlant des aspects micro/me´soscopiques et ma-
croscopiques sont apparues. Plus connues sous le nom de mode´lisations (( multi-echelles )),
elles visent a` fournir une description plus pre´cise des phe´nome`nes physiques rencontre´s.
Ces approches rendent compte de l’influence de phe´nome`nes microscopiques sur le com-
portement macroscopique d’un constituant, ou inversement de l’action d’un me´canisme
macroscopique sur des proprie´te´s microscopiques. Concernant le premier type de phe´no-
me`ne, hormis les proble`mes relatifs a` la de´termination de la perme´abilite´, nous pouvons
citer les effets de la capillarite´ (Han et al. (2003), Sevostianov et al. (1999)). Dans ces
e´tudes, les effets capillaires sont pre´ponde´rants devant les pressions cre´e´es et impose´es
par le vide. La configuration microscopique du milieu est alors utilise´e pour estimer la
pression capillaire. Re´ciproquement, des analyses inverses peuvent permettre d’e´tudier et
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d’optimiser l’e´coulement (Lim et al. (1999)) et la formation de macro/micro vides (Ruiz
et al. (2005)) c’est a` dire de zones se`ches dans les pre´formes. Ces proble`mes de forma-
tions de bulles d’air sont directement relie´s aux effets capillaires. Dans ces analyses, la
vitesse d’injection de la re´sine (parame`tre macroscopique relatif a` l’e´coulement) est com-
pare´e aux tensions de surfaces (grandeurs microscopiques) afin d’optimiser la formation
de vides microscopiques et macroscopiques en agissant sur la vitesse d’injection. Au dela`
de l’optimisation, ces approches permettent de pre´voir la re´partition de micro/macrovides
et de localiser les zones fragiles de la structure finie.
Ces approches microscopiques et multi-e´chelles sont utilise´es pour de´crire des phe´no-
me`nes bien controˆle´s dans le cadre de la mode´lisation des proce´de´s par injection pour
lesquels les effets non-line´aires (non-line´arite´s ge´ome´triques et comportementales des pre´-
formes) ne sont pas pre´sents. En ce qui concerne la mode´lisation de l’infusion dans un
contexte industriel, les diffe´rents me´canismes n’ont pas encore e´te´ clairement identifie´s.
L’approche macroscopique est donc choisie, bien que certains parame`tres mate´riaux ma-
croscopiques, notamment les perme´abilite´s, restent encore mal maˆıtrise´s (Ferland et al.
(1996), Breard et al. (1999), Drapier et al. (2002)). Dans le futur et au dela` du tra-
vail pre´sente´ ici, paralle`lement a` un accroissement des capacite´s de calculs, une meilleure
connaissance des diffe´rents phe´nome`nes physiques permettra la description de me´canismes
microscopiques et ainsi une ame´lioration des analyses macroscopiques.
4.2 La mode´lisation des proce´de´s LRI et RFI
D’une manie`re assez intuitive, et compte tenu de la description des proce´de´s RFI
et LRI pre´sente´s dans le chapitre 1.2.2.2, nous adoptons les mode`les macroscopiques
pre´sente´s respectivement sur les figures 4.1 et 4.2 pour les proce´de´s RFI et LRI.
Dans les deux cas, un de´coupage en trois zones se´pare´es par des frontie`res mobiles est
re´alise´. Ce de´coupage s’inspire en partie des travaux re´alise´s par Blest et al. (1999), Joshi
et al. (1999), Kim et al. (2003) et Wang et Dong (2003). Dans chacune de ces zones, un
mode`le macroscopique devra de´crire le comportement de chaque constituant (la re´sine ou
l’empilement des nappes). La zone de re´sine seule, correspondant au film de re´sine (RFI )
ou a` l’association drainant / re´sine (LRI ), alimente lors de l’infusion les nappes se`ches
qui disparaissent en fin d’infusion, au profit du me´lange nappes / re´sine, a` condition qu’il
y ait suffisamment de re´sine. Au niveau des frontie`res mobiles se´parant les trois zones,
des conditions aux limites doivent assurer la continuite´ ou la discontinuite´ des champs de
pression, de vitesse, de tempe´rature et de de´placement et rendre compte des conditions
de couplages entre les zones.
Les figures 4.1 et 4.2 pre´sentent e´galement les conditions aux limites applique´es natu-
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PRÉFORME
PRÉFORME + RÉSINE
RÉSINE
Condition limite en
Temperature
Condition limite de
type solide
Condition limite de
type fluide
Pimp
Timp
vimp = 0
pimp = 0 / pimp = patm
uimp = 0
Figure 4.1 – Mode´lisation adopte´e pour le proce´de´ RFI. De´coupage en 3 zones : re´sine
seule, pre´formes impre´gne´es et pre´formes se`ches et conditions aux limites associe´es.
PRÉFORME
PRÉFORME + RÉSINE
RÉSINE + DRAINANT
Condition limite en
Temperature
Condition limite de
type solide
Condition limite de
type fluide
Pimp
Timp
vimp = 0
pimp = 0 / pimp = patm
uimp = 0
Figure 4.2 – Mode´lisation adopte´e pour le proce´de´ LRI. De´coupage en 3 zones : re´sine et
drainant, pre´formes impre´gne´es et pre´formes se`ches et conditions aux limites associe´es.
rellement par le proce´de´. Il en existe d’autres qui permettent d’assurer la continuite´ du
vecteur contrainte et la conservation de la masse au niveau des frontie`res mobiles. Elles
seront de´crites plus tard dans le manuscrit. Comme indique´ sur les figures 4.1 et 4.2 les
conditions aux limites me´caniques impose´es par le proce´de´ concernent a` la fois les compo-
sants solides (nappes) et fluides (re´sine). Globalement, elles se re´sument a` une vitesse et
un de´placement nul au niveau de la base, une pression me´canique sur la face supe´rieure
de l’empilement (pression applique´e par le sac a` vide, e´ventuellement comple´te´e par une
pression me´canique supple´mentaire) et une pression hydrostatique nulle correspondant au
vide sur la frontie`re mobile entre les zones se`ches et humides dans les pre´formes. Le pro-
ce´de´ impose e´galement une condition limite en tempe´rature sur les faces de l’empilement
par l’interme´diaire d’un autoclave ou d’une table chauffante .
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4.3 Strate´gie de mode´lisation
La mode´lisation pre´ce´dente est loin d’eˆtre suffisante. Hormis l’utilisation d’approches
macroscopiques pour de´crire le comportement dans les diffe´rentes zones, le traitement de
l’e´volution des zones (notamment la disparition de la zone de re´sine) et des frontie`res mo-
biles (le front de fluide) ne´cessite le de´veloppement d’outils nume´riques adapte´s. Afin de
fournir un mode`le le plus ge´ne´ral possible, nous avons choisi de de´crire l’ensemble des e´qua-
tions de conservation, i.e. la conservation de la quantite´ de mouvement, la conservation
de la masse et la conservation de l’e´nergie (voir Annexe A) pour chacun des constituants
et dans chacune des zones identifie´es sur les figures 4.1 et 4.2. L’aspect multi-physique
du proce´de´ associe´ aux interactions fluides-structures va imposer l’utilisation de formula-
tions mixtes meˆlant a` la fois des approches mate´rielles (ge´ome´trie courante) et initiales
(ge´ome´trie initiale) et ainsi le de´veloppement de nouvelles formulations dans les librairies
PRO-FLOT.
Les e´quations de conservation sont de´veloppe´es ici dans un cadre ge´ne´ral. Les pro-
ble`mes d’e´coulement sont traite´s dans le cas de re´gimes transitoires. Les effets d’inerties
et des forces de volumes sont conside´re´s. Ces e´quations sont ensuite adapte´es a` l’e´tude
de l’infusion, en tenant compte des hypothe`ses relatives a` l’e´coulement de la re´sine et au
comportement des nappes.
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5.1 Introduction
La principale difficulte´ rencontre´e dans le traitement des proce´de´s de fabrication par
infusion concerne la mode´lisation de la forte compressibilite´ des pre´formes et leur de´pla-
cement pendant l’e´coulement du fluide. La compressibilite´ des pre´formes est controˆle´e a`
45
Chapitre 5. Mode´lisation me´canique
la fois par la pression de la re´sine a` l’inte´rieur des pores et par les efforts me´caniques
externes applique´s par l’interme´diaire du sac a` vide. Afin de prendre en compte ces in-
teractions, l’e´coulement de la re´sine et la compression des nappes vont eˆtre de´crits par
les e´quations de conservation de la quantite´ de mouvement et de la masse dans chacune
des zones conside´re´es sur les figures 4.1 et 4.2. Ces mode`les sont comple´te´s de manie`re
implicite ou explicite par des lois de comportement (e´quation entropique) qui relient les
variables naturelles (contraintes) aux variables essentielles (de´formations ou vitesses de
de´formation).
Remarques :
1. Afin de ne pas alourdir les e´quations, la de´pendance des diffe´rentes variables aux
coordonne´es mate´rielles x, initiale x0 et de re´fe´rence χ ne sera pas syste´matique-
ment pre´cise´e. Lorsqu’elle n’est pas pre´cise´e, il s’agit syste´matiquement de variables
mate´rielles.
2. Convention de notation : un indice et un exposant sont associe´s a` une variable X
(scalaire, vectorielle ou tensorielle). L’indice correspond au constituant auquel la
variable est associe´e. Un indice r ou f de´signe respectivement des variables relatives
a` la re´sine et aux pre´formes (ou fibres) et un indice d de´signe une variable associe´e
au domaine de re´sine introduit dans l’approche ALE (voir la suite du chapitre). Un
exposant de´crit la zone dans laquelle la variable est de´finie, par exemple la vitesse
vfr correspond a` la vitesse de la re´sine dans les pre´formes. D’une manie`re ge´ne´rale
toutes les variables utilise´es sont des variables moyennes intrinse`ques, i.e. valeur
moyenne propre a` un constituant (( x )). Si cette variable est purement intrinse`que,
i.e. propre a` un constituant, elle est note´e (( x˜ )). Enfin, une variable macroscopique
est une variable moyenne´e sur l’ensemble du volume conside´re´, elle est note´e (( x¯ )).
5.2 Mode´lisation de la partie fluide
Quel que soit le proce´de´ mode´lise´ (LRI ou RFI ), l’e´coulement de la re´sine a lieu dans
deux zones distinctes (voir figures 4.2 et 4.1). Nous de´crivons dans cette section concer-
nant la me´canique des fluides les lois de comportement et les e´quations de conservation
employe´es pour l’e´coulement dans les zones de re´sine seule (RFI ), le drainant (LRI )
et les pre´formes (LRI et RFI ). Pour chacune de ces zones nous pre´sentons de manie`re
exhaustive les diffe´rentes hypothe`ses simplificatrices utilise´es.
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5.2.1 Hypothe`ses
Les proce´de´s par infusion sont d’une manie`re ge´ne´rale caracte´rise´s par des vitesses
d’infusion relativement lentes. Han et al. (2003) notent des temps d’infusion de plus d’une
demi-heure pour des pie`ces en forme de (( T )) d’e´paisseur 40 mm. A titre indicatif, les
essais que nous avons mene´s sur des pre´formes d’e´paisseur 20 mm pre´sentent des temps
d’infusion tre`s longs, supe´rieurs a` une heure. Les nombres de Reynolds relatifs a` l’e´coule-
ment de re´sine lors de la mise en œuvre des structures composites par ce type de proce´de´
indiquent principalement des re´gimes d’e´coulements laminaires (voir Annexe F). Les effets
d’inertie peuvent donc eˆtre ne´glige´s devant les forces visqueuses (Kaviany (1995), Loos et
MacRae (1996)). Ne´anmoins, dans le cadre d’une description ge´ne´rale des proce´de´s par
infusion, les e´quations de conservations seront e´crites d’une manie`re ge´ne´rale incluant les
effets d’inertie, avant d’eˆtre simplifie´es. D’un point de vue the´orique, le comportement
de la re´sine est celui d’un fluide Newtonien incompressible (Yang et al. (2000)). Cette
hypothe`se, classique pour la mode´lisation des proce´de´s par injection, se justifie principa-
lement par la compressibilite´ ne´gligeable de la re´sine devant celle du milieu dans lequel elle
s’e´coule. La loi de comportement associe´e au fluide s’e´crit donc d’une manie`re ge´ne´rale
dans la configuration mate´rielle x a` t (fluide Newtonien Incompressible) :
σ(x, t) = 2 ηD(x, t)− p(x, t) I (5.1)
avec σ tenseur des contraintes de Cauchy, D = 1
2
(∇v +∇Tv) tenseur des taux de
de´formation eule´rien de´fini a` partir des gradients des vitesses∇v, η la viscosite´ dynamique
de la re´sine, p la pression hydrostatique du fluide dans les pores et I le tenseur identite´.
5.2.2 Traitement des domaines mobiles : approche ALE
5.2.2.1 Objectif
Les domaines dans lesquels s’e´coule la re´sine, i.e. les pre´formes et le domaine de re´sine
seule dans le cas du proce´de´ RFI, ne cessent d’e´voluer au cours de l’infusion. Ainsi, alors
que la zone de nappes se dilate sous l’action de la pression de la re´sine, la zone de re´sine
seule s’amoindrit pour disparaˆıtre en fin d’infusion. Dans le cadre d’une approche ge´ne´rale
de l’infusion, il est ne´cessaire de prendre en compte ce mouvement lors de l’e´criture des
lois de conservation. Dans un premier temps, nous avons tente´ de formuler le proble`me
en re´alisant des bilans de masses pour des volumes e´le´mentaires dans les zones de pre´-
formes et de re´sine seule pour chaque constituant (la re´sine et les fibres). Compte tenu
des mouvements relatifs entre les nappes et la re´sine et compte tenu de la de´formation
des nappes lors de l’e´coulement de la re´sine, des termes convectifs apparaissent lors de
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l’e´criture des e´quations de conservation de la masse. Ces nouvelles e´quations proches des
e´quations obtenues par Gawin et al. (2003), rappellent fortement les e´quations obtenues
suite a` l’emploi de formulations ALE (Belytschko et al. (2000)). Cette approche propose
un formalisme permettant de prendre en compte les mouvements relatifs entre les parti-
cules mate´rielles et un domaine arbitraire. L’approche utilise´e dans notre e´tude, proche
de celle employe´e par Zhao et Forhad (2003), est base´e sur une formulation ALE des
e´quations de conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement.
5.2.2.2 Formulation ALE
La formulation ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) est une me´thode bien adapte´e
pour e´tudier l’e´coulement d’un fluide dans un domaine mobile (Rabier (2003)). Cette ap-
proche nume´rique est base´e sur un domaine de re´fe´rence (( fictif )) inde´pendant du domaine
mate´riel attache´ aux particules mate´rielles et du domaine fixe associe´ au domaine initial.
Le proble`me est alors re´solu dans ce nouveau repe`re. La figure 5.1, synthe´tise les diffe´-
rentes approches nume´riques pouvant eˆtre utilise´es dans le cas de grandes de´formations,
grands de´placements, et mouvements de frontie`res pour des proble`mes discrets.
DOMAINE DE REFERENCE
- Formulation ALE
- Formulation quasi-
Eulérienne
Fluide A
DOMAINE MATERIEL
- Formulation
Lagrangienne Totale
- Formulation
Lagrangienne réactualisée ou
quasi-Euler
Fluide A
Fluide A
Fluide A
- difficultés pour
modéliser la
source de fluide
- méthode de
déplacement
du maillage
requise
Fluide A
Fluide A
DOMAINE FIXE
- Formulation Eulérienne
- approximation du front
de fluide
- difficultés pour modéliser
les changements de
propriétés du domaine
(a)
(b)
(c)
Fluide A
Inconvénients
Figure 5.1 – Diffe´rents types de formulations disponibles base´es sur des approches (a)
mate´rielles, (b) initiales ou (c) de re´fe´rence (Rabier (2003)).
La premie`re approche (voir figure 5.1-a) est base´e sur un domaine mate´riel, i.e. un
domaine associe´ aux particules mate´rielles. Ainsi, chaque e´le´ment du maillage contient
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toujours les meˆmes particules mate´rielles. Cette approche est adapte´e a` la mode´lisation de
comportements solides. Par contre, lorsque des fluides sont conside´re´s, il n’est pas possible
de prendre en compte simplement une source de fluide. Cela suppose l’ajout de particules
mate´rielles, donc d’e´le´ments lors du calcul. En revanche, une localisation pre´cise du front
de fluide peut eˆtre re´alise´e. Par ailleurs, ce type de formulation e´vite la pre´sence de termes
non-line´aires de convection puisque les particules mate´rielles sont associe´es au domaine
de calcul. Ne´anmoins, lorsque de trop fortes de´formations interviennent, la distorsion des
e´le´ments du maillage conduit a` des erreurs nume´riques. Il est alors ne´cessaire d’utiliser
des techniques adapte´es de remaillage du domaine mate´riel qui provoquent elles aussi des
erreurs de pre´cision lors de la projection des donne´es et conduisent a` des augmentations
des temps de calculs. Cette approche reste donc re´serve´e a` des proble`mes ou` les interfaces
se de´forment peu, typiquement en me´canique des solides. Enfin notons que l’approche
mate´rielle permet une conservation de l’histoire de la transformation, les valeurs stocke´es
aux nœuds et aux points de Gauss e´tant en permanence associe´es a` la meˆme particule
mate´rielle. Ce type d’approche peut eˆtre traite´ par des formulation Lagrangienne Totale,
Lagrangienne semi-Re´actualise´e ou Re´actualise´e (tend vers une formulation eule´rienne ;
voir chapitre 8).
Lorsque l’approche base´e sur un domaine fixe est conside´re´e, les sources de fluides
peuvent eˆtre plus facilement conside´re´es. Dans ce cas, les particules mate´rielles qui s’e´coulent
sont observe´es depuis une position ge´ome´trique de l’espace fixe au cours du temps (le
maillage initial). Bien que cette me´thode conserve un maillage non de´forme´, i.e. le maillage
initial, la formulation fait apparaˆıtre des termes convectifs non-line´aires dans les e´quations
de conservation, puisqu’il existe alors un mouvement relatif entre les particules et le do-
maine de calcul initial fixe. Ces termes ne´cessitent des maillages fins et des techniques
particulie`res de re´solution (SUPG12). Concernant les proble`mes aux interfaces mobiles,
des me´thodes dites a` deux fluides doivent eˆtre employe´es. L’interface est alors recons-
truite a` l’aide de marqueurs transporte´s par l’e´coulement. Le proble`me de cette me´thode
re´side principalement dans la de´finition peu pre´cise du front de fluide. Celui-ci est en effet
situe´ a` l’inte´rieur des e´le´ments du maillage fixe. Des impre´cisions sont donc rencontre´es
lorsque des conditions aux limites sont applique´es au niveau de ce front. Notons enfin
que l’e´volution des proprie´te´s du domaine initial qui pourraient agir sur l’e´coulement (par
exemple la porosite´ associe´e au domaine ge´ome´trique dans le cas d’un milieu poreux) peut
eˆtre impose´e seulement lorsque l’e´coulement est re´solu de manie`re ite´rative (succession de
sous-proble`mes d’e´coulement avec prise en compte de l’e´volution du domaine dans lequel
s’e´coule le fluide). Ces approches base´es sur un domaine fixe utilisent essentiellement des
formulations eule´riennes.
12SUPG : Streamline Upwind Petrov Galerkin
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L’approche ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) combine les avantages des approches
pre´ce´dentes. Elle permet un suivi pre´cis du front de fluide puisque les frontie`res du domaine
de calcul peuvent eˆtre attache´es au front. Par ailleurs, les sources de fluides peuvent,
comme dans le cas de l’approche base´e sur un domaine fixe (formulation eule´rienne),
facilement eˆtre repre´sente´es puisque le domaine n’est pas associe´ aux particules mate´rielles.
Enfin, la prise en compte des variations de proprie´te´s du domaine sur l’e´coulement de
la re´sine est possible. Cette formulation enrichie requiert cependant l’introduction d’un
domaine interme´diaire a priori arbitraire ou` les calculs seront effectue´s. Ce domaine devra
subir des variations topologiques afin de prendre en compte la variation du domaine
dans lequel s’e´coule le fluide et les changements de proprie´te´s physiques de ce domaine
(principalement la porosite´). Dans ce cas, la loi d’e´volution du domaine de re´fe´rence doit
eˆtre choisie de manie`re a` suivre le changement de ces proprie´te´s. Comme dans le cas de
la formulation eule´rienne, cette formulation fait intervenir des termes convectifs lie´s au
mouvement relatif entre les particules mate´rielles et le domaine de re´fe´rence.
Cette bre`ve description indique que la formulation d’Euler Lagrange Arbitraire (ELA
ou ALE ) re´pond aux besoins rencontre´s ici dans le cadre de la mode´lisation des proce´de´s
par infusion de type RFI et LRI. Une revue bibliographique indique une utilisation forte
d’une forme modifie´e, la formulation dite de quasi-Euler, de´rivant directement de la formu-
lation ALE (Belytschko et al. (2000), Folch Duran (2000)). Nous pre´sentons brie`vement
ci-apre`s les aspects techniques de cette nouvelle formulation et ses avantages.
5.2.2.3 Principe
Le formalisme ALE est introduit sur la figure 5.2. Les notations suivantes sont uti-
lise´es ; x0 de´signe les cordonne´es du mate´riau a` l’instant initial dans le domaine initial
(domaine Ω0), x de´signe les coordonne´es courantes du mate´riau dans le domaine mate´riel
ou spatial (domaine Ω) et enfin χ de´signe la position des particules mate´rielles dans le
domaine de re´fe´rence (domaine Ωˆ). Les fonctions de transformation φ(x0, t) = φˆ ◦ ψ,
φˆ(χ, t) = φ◦ψ−1 et ψ(x0, t) = φˆ−1 ◦φ introduites sur la figure 5.2, permettent de passer
d’un domaine a` l’autre.
Le de´placement de la matie`re est donne´ par la relation u(x0, t) = x − x0 c’est a` dire
la diffe´rence entre la position des particules mate´rielles dans le domaine mate´riel et la
position des particules mate´rielles dans le domaine initial. Le de´placement du maillage
(domaine Ωˆ) est donne´ par la relation uˆ(χ, t) = x− χ c’est a` dire par la diffe´rence entre
la position des particules mate´rielles dans le domaine mate´riel et la position des particules
mate´rielles dans le domaine de re´fe´rence.
La formulation ALE consiste a` exprimer le proble`me a` re´soudre dans le domaine de
re´fe´rence Ωˆ. La de´rive´e mate´rielle d’une fonction f dans ce nouveau repe`re s’e´crit :
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domaine mate´riel Ω
· x
domaine de re´fe´rence Ωˆ
· χ
domaine initial Ω0
· x0ψ(x0, t) = φˆ
−1
◦ φ
φˆ(χ, t) = φ ◦ψ−1 φ(x0, t) = φˆ ◦ψ
Figure 5.2 – Relation entre les domaines mate´riel Ω (coordonne´es x), initial Ω0 (coordon-
ne´es x0) et de re´fe´rence Ωˆ (coordonne´es χ) (Belytschko et al. (2000)).
Df(χ, t)
Dt
=
∂f(χ, t)
∂t
∣∣∣∣
χ
+w(χ, t) ·∇χ f(χ, t) (5.2)
ou`w est la vitesse des particules relativement au domaine de re´fe´rencew(χ, t) = ∂ψ(x0,t)
∂t
=
∂χ
∂t
∣∣
x0
.
Principalement deux types de proble`mes sont lie´s a` l’utilisation d’une formulation
ALE. Tout d’abord, des difficulte´s d’imple´mentation interviennent au niveau de l’e´quation
de conservation de la quantite´ de mouvement en raison de l’utilisation d’un tenseur non-
syme´trique exprimant le rapport entre les forces dans la configuration courante Ω agissant
sur un e´le´ment de surface dans la configuration de re´fe´rence Ωˆ. Ce tenseur que nous
noterons P′ posse`de des proprie´te´s proches du tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff
1 (P) qui de´signe le rapport entre les forces dans la configuration de´forme´e Ω agissant sur
un e´le´ment de surface dans la configuration initiale. Ainsi, la conservation de la quantite´
de mouvement ALE posse`de une forme similaire a` l’e´quation de conservation exprime´e
dans le domaine initial Ω0. Elle s’e´crit (voir annexe A.3, page 217 pour la forme ge´ne´rale
des e´quations de conservation de la quantite´ de mouvement dans une approche mate´rielle
et adapte´e ici a` l’e´criture dans le domaine de re´fe´rence) :
divχ P
′ + fv = ρ(χ, t)
Dv(χ, t)
Dt
(5.3)
ou` fv de´signe les forces volumiques, ρ la densite´ du milieu et v la vitesse des particules
dans le domaine mate´riel v = ∂φ(x0,t)
∂t
= ∂x
∂t
∣∣
x0
.
D’autre part, la loi de comportement relative a` l’e´coulement d’un fluide Newtonien
incompressible est connue en fonction du tenseur des contraintes vraies de Cauchy (Cf.
Eq. 5.1, page 47). Dans le cas de l’utilisation de l’e´quation de conservation de la quantite´
de mouvement pre´ce´dente (Eq. 5.3), il est ne´cessaire d’utiliser des relations de transforma-
tions nume´riquement couˆteuses afin de passer des contraintes de Cauchy aux contraintes
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P′ et inversement. Par ailleurs, la quantite´ de donne´es stocke´e est plus importante puisque
les tenseurs ne sont plus syme´triques.
5.2.2.4 Formulation quasi-eule´rienne
Afin d’e´liminer les deux difficulte´s pre´ce´dentes, l’e´quation de conservation de la quan-
tite´ de mouvement est exprime´e dans la configuration mate´rielle en utilisant des de´rive´es
mate´rielles. Dans cette approche, les e´quations de conservation de la quantite´ de mouve-
ment (Eq. 5.4) et de la masse (Eq. 5.4) s’e´crivent :
divx σ + f
v = ρ(x, t)
Dv(x, t)
Dt
(5.4a)
Dρ(x, t)
Dt
+ ρ divx v(x, t) = 0 (5.4b)
Cette forme eule´rienne de l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement ne´-
cessite cependant d’eˆtre modifie´e afin de tenir compte du mouvement du domaine d’e´tude
et ainsi d’obtenir une formulation ALE approprie´e. La relation entre les formes eule´riennes
et ALE des e´quations de conservation (conservation de la quantite´ de mouvement, conser-
vation de la masse et conservation de l’e´nergie) apparaˆıt a` travers la de´rive´e mate´rielle
ALE (Cf. Eq. 5.2) qui peut eˆtre re´e´crite en fonction des gradients eule´riens (de´rive´es ma-
te´rielles)∇x. Pour obtenir cette relation, la vitesse convective des particules c(x, t), e´gale
a` la diffe´rence entre la vitesse des particules v(x, t) = Du(x,t)
Dt
= ∂u(x0,t)
∂t
= ∂φ(x0,t)
∂t
et la
vitesse du domaine de re´fe´rence vˆ(χ, t) = ∂uˆ(χ,t)
∂t
∣∣∣
χ
= ∂φˆ(χ,t)
∂t
∣∣∣
χ
, est introduite :
c(x, t) = v(x, t)− vˆ(χ, t) (5.5)
En utilisant les relations de transformation de la figure 5.2, la vitesse des particules
mate´rielles s’e´crit :
v(x, t) =
∂φ(x0, t)
∂t
=
∂φˆ
( χ︷ ︸︸ ︷
ψ(x0, t), t
)
∂t
=
∂φˆ(χ, t)
∂t
∣∣∣∣∣
χ
+
∂φˆ(χ, t)
∂χ
· ∂
ψ(x0,t)︷︸︸︷
χ
∂t
∣∣∣∣∣∣∣∣
x0
(5.6a)
= vˆ +
∂
x︷ ︸︸ ︷
φˆ(χ, t)
∂χ
·w = vˆ + ∂x
∂χ
·w (5.6b)
Finalement :
c(x, t) =
∂x
∂χ
·w (5.7)
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Une nouvelle forme pour la de´rive´e particulaire ALE (Eq. 5.2), fonction de la vitesse
convective c(x, t) peut ainsi eˆtre utilise´e :
Df(χ, t)
Dt
=
∂f(χ, t)
∂t
∣∣∣∣
χ
+∇χ f(χ, t) ·w(χ, t) (5.8a)
=
∂f(χ, t)
∂t
∣∣∣∣
χ
+∇x f(x, t) · ∂x
∂χ
·w(χ, t) (5.8b)
=
∂f(χ, t)
∂t
∣∣∣∣
χ
+ c(x, t) ·∇x f(x, t) (5.8c)
Les deux de´rive´es mate´rielles e´tant identiques (Df(χ,t)
Dt
= Df(x,t)
Dt
), une nouvelle formu-
lation ALE pour les e´quations de conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement
peut eˆtre propose´e (a` partir des e´quations 5.4a et 5.4b) :
divx σ + f
v = ρ(x, t)
∂v (χ, t)
∂t
∣∣∣∣
χ
+ ρ(x, t) c(x, t) ·∇x v(x, t) (5.9a)
∂ρ(χ, t)
∂t
∣∣∣∣
χ
+ c(x, t) ·∇x ρ(x, t) + ρ divx v = 0 (5.9b)
Cette nouvelle forme des e´quations de conservation de la masse et de la quantite´ de
mouvement est parfois appele´e formulation (( quasi-eule´rienne )) dans le sens ou` sa forme
est proche d’une formulation eule´rienne (Folch Duran (2000)).
Dans une description eule´rienne, les de´rive´es temporelles ∂
∂t
∣∣
x
correspondent a` la dif-
fe´rence entre deux instants diffe´rents, en un meˆme point de l’espace, puisque la de´rive´e
par rapport au temps s’effectue a` x constant, i.e. pour un domaine mate´riel qui n’e´volue
pas (maillage fixe). Inversement, les de´rive´es temporelles ∂
∂t
∣∣
χ
correspondent a` la diffe´-
rence entre deux instants diffe´rents, mais pour deux points de l’espace diffe´rents puisque
la de´rive´e par rapport au temps s’effectue dans ce cas a` χ constant, c’est a` dire pour un
domaine de re´fe´rence qui n’e´volue pas. Compte tenu du mouvement relatif entre le do-
maine de re´fe´rence et le domaine mate´riel, les deux instants de calcul seront associe´s a` des
coordonne´es spatiales diffe´rentes. D’un point de vue nume´rique, la de´rive´e temporelle est
calcule´e en un meˆme point du maillage. Pour cette raison les indices sont omis des e´qua-
tions de conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement (Eq. 5.10). Le lecteur
doit ne´anmoins garder en me´moire que ces de´rive´es sont conceptuellement diffe´rentes.
div σ + fv = ρ
∂v
∂t
+ ρ c ·∇ v (5.10a)
∂ρ
∂t
+ c ·∇ ρ+ ρ div v = 0 (5.10b)
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Remarque : lorsque le domaine de re´fe´rence et le domaine initial sont confondus (χ = x0),
l’approche est dite Lagrangienne (c = 0). Tous les calculs sont effectue´s sur la configuration
initiale. Lorsque les coordonne´es mate´rielles et ALE sont confondues (χ = x), l’approche
est dite eule´rienne (c 6= 0). Les calculs sont effectue´s sur la configuration courante et le
tenseur des contraintes de Cauchy est utilise´.
Pour une description comple`te des formulations ALE et quasi-eule´rienne, la loi de
de´placement du domaine de re´fe´rence Ωˆ doit enfin eˆtre de´finie. Dans la litte´rature, plu-
sieurs me´thodes ont e´te´ propose´es comme l’indiquent Belytschko et al. (2000). La plus
populaire d’entre elles consiste en un de´placement e´lastique des nœuds internes d’un do-
maine obtenu a` partir de l’e´quilibre me´canique induit par un ensemble de conditions aux
limites impose´es au niveau des frontie`res du domaine. Le choix de la loi de de´placement
du domaine de calcul est un point essentiel de la formulation ALE, elle doit assurer la
conservation d’un facteur de forme correct pour tous les e´le´ments du maillage.
5.2.3 E´coulement de la re´sine dans la zone purement fluide
L’e´coulement de la re´sine obe´it aux lois classiques de la me´canique des fluides pour un
comportement Newtonien incompressible : l’e´quation de conservation de la quantite´ de
mouvement de Navier et Stokes. Cette e´quation obtenue a` partir de l’e´quilibre me´canique
du syste`me et de la loi de comportement Eq. 5.1 (voir description en Annexe A.5, Eq. A.7),
est modifie´e dans le cadre d’une formulation quasi-eule´rienne. Cette nouvelle e´quation de
conservation de la quantite´ de mouvement comple´te´e de la forme quasi-eule´rienne de la
conservation de la masse conduit au syste`me suivant :
ρ rr
(
∂vrr(χ, t)
∂t
∣∣∣∣
χ
+ c rr ·∇x v rr
)
= fv −∇x p rr + η∆x v rr (5.11a)
∂ρ rr (χ, t)
∂t
∣∣∣∣
χ
+ c rr ·∇x ρ rr + ρ rr divx v rr = 0 (5.11b)
avec c rr la vitesse convective de la re´sine dans la zone de re´sine seule, c’est a` dire la
vitesse relative entre les particules de re´sine dans le domaine mate´riel vrr et la vitesse
du domaine de re´fe´rence vrd dans la zone de re´sine seule, f
v les forces de volumes, η la
viscosite´ dynamique du fluide et ρ sa densite´.
En ne´gligeant les forces volumiques et en conside´rant de faibles vitesses d’infusion, les
effets d’inertie peuvent eˆtre ne´glige´s devant les forces visqueuses. Une densite´ constante
est conside´re´e pour la re´sine ρ rr = c
te. Les e´quations de Navier et Stokes, en re´gime
stationnaire deviennent donc les e´quations de Stokes :
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−∇x p rr + η∆x v rr = 0 (5.12a)
c rr ·∇x ρ rr + ρ rr divx v rr = 0 (5.12b)
La vitesse du domaine de re´fe´rence dans la zone de re´sine seule vrd re´sulte, comme
explique´ dans la partie pre´ce´dente (voir paragraphe 5.2.2.4), de la de´formation du domaine
dans lequel s’e´coule la re´sine. En effet, lors de l’infusion, la diminution de l’e´paisseur de la
zone de re´sine engendre une vitesse de de´placement du domaine due au de´placement des
frontie`res. Ce re´tre´cissement ge´ome´trique est traite´e ici a` l’aide d’une loi e´lastique. A` la
diffe´rence du domaine qui sera utilise´ pour l’e´coulement dans les pre´formes, le domaine de
re´sine est de´fini par ses frontie`res. Les de´placements internes de ce domaine peuvent eˆtre
choisis de manie`re arbitraire puisque les proprie´te´s physiques employe´es dans les e´quations
de Navier et Stokes sont toutes relatives au fluide et non au domaine dans lequel il s’e´coule,
notamment la viscosite´ du fluide est propre a` la re´sine et ne de´pend pas du domaine.
5.2.4 E´coulement de la re´sine dans les pre´formes
L’e´coulement de la re´sine dans les pre´formes repose sur des me´canismes complexes
et relativement me´connus compte tenu de l’he´te´roge´ne´ite´ de la structure e´tudie´e. Il est
impe´ratif de mode´liser l’infiltration de la re´sine dans les nappes, i.e. l’impact de la pre´sence
d’obstacles a` l’e´coulement. Apre`s avoir de´crit les diffe´rentes hypothe`ses retenues pour la
prise en compte d’un tel milieu, nous analyserons successivement les diffe´rentes approches
micro/me´soscopiques et macroscopiques avant de ge´ne´raliser les re´sultats obtenus et de
de´gager un mode`le macroscopique d’e´coulement dans les pre´formes.
5.2.4.1 Hypothe`se et mode´lisation
Les effets de capillarite´ sont dans un premier temps ne´glige´s. Nous verrons dans la
suite de ce chapitre comment ces effets peuvent eˆtres pris en compte par une analyse
de la saturation s (voir la de´finition dans le §4.1.2, page 41) d’une part et la prise en
compte de l’action de ces phe´nome`nes locaux sur les perme´abilite´s d’autre part. Comme
nous l’observons classiquement, les nappes de renforts sont assimile´es a` un milieu poreux.
Le proble`me de l’e´coulement de re´sine va donc consister en l’e´tude de l’e´coulement d’un
fluide dans un milieu poreux compressible constitue´ de deux phases, l’une solide et ge´o-
me´triquement continue (les fibres), l’autre fluide (l’air ou la re´sine). De toute e´vidence
cette premie`re hypothe`se constitue une forte approximation puisqu’un milieu constitue´ de
torons de fibres et d’espaces inter-fibres / inter-torons va eˆtre assimile´ a` un milieu poreux
forme´ de grains et de pores.
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Pour de´crire ce milieu poreux e´quivalent, des grandeurs classiques de la me´canique
des milieux poreux sont utilise´es. Il s’agit tout d’abord de la porosite´ φ, c’est a` dire le
rapport entre le volume poreux et le volume total φ = Vp
Vt
. Le volume poreux Vp est e´gal a` la
diffe´rence entre le volume total Vt (le volume apparent du milieu) et le volume de solide Vs.
La fraction volumique de solide (ou compacite´ c) e´gale au rapport entre le volume de solide
Vs et le volume total Vt est e´galement employe´e. Dans le cas des mate´riaux composites,
cette fraction volumique est aussi appele´e taux de fibres et note´e φf =
Vs
Vt
= 1 − φ. La
surface spe´cifique a, c’est a` dire le rapport entre l’aire totale de´veloppe´e par la phase solide
et le volume total (aire volumique en m
2
m3
) ou la masse totale de cette meˆme phase (aire
massique en m
2
kg
) peut e´galement eˆtre utilise´e comme c’est le cas ici dans l’approche de
Carman Kozeny. Enfin, la saturation s de´signe le rapport entre le volume de fluide et le
volume de pores φ =
Vf
Vp
.
Certaines autres grandeurs relatives a` la me´canique des milieux poreux semblent plus
difficiles a` utiliser. Ces grandeurs base´es sur une description du milieu poreux par un
milieu granulaire (grains et pores) sont difficilement transposables dans le cas des nappes
de fibres (torons de fibres et espaces inter-me`ches) : la coordinence, le facteur de forme
et le facteur de taille. Le lecteur pourra consulter la de´finition de ces grandeurs dans la
litte´rature (par exemple Charpentier (2004)).
Nous noterons que les porosite´s, fractions volumiques de fibres et saturation peuvent
eˆtre associe´es a` diffe´rents types de volumes. Ainsi, elles peuvent de´crire globalement le mi-
lieu poreux. Dans ce cas ils seront calcule´s sur l’ensemble du milieu poreux. Elles peuvent
aussi eˆtre associe´es a` des volumes repre´sentatifs plus faibles. Dans ce cas, plus la taille des
volumes sera faible, plus la description du milieu poreux sera pre´cise.
Nous retrouvons ces niveaux de description differents a` travers les deux types d’ap-
proches classiquement utilise´es dans la litte´rature pour de´crire l’e´coulement d’un fluide
dans un milieu poreux : l’approche de Kozeny, reposant sur des conside´rations micro/me´so-
scopiques et l’approche de Darcy base´e sur une repre´sentation macroscopique de l’e´cou-
lement. La combinaison de ces deux approches permet d’obtenir des informations sur la
perme´abilite´ macroscopique introduite dans Darcy et de relier cette perme´abilite´ a` des
grandeurs relatives a` la microscopie de ce milieu. Nous obtenons la loi dite de Carman
Kozeny. Enfin, le couplage des e´quations de Navier et Stokes avec la the´orie de l’homo-
ge´ne´isation et l’approche de Kozeny permet d’obtenir une ge´ne´ralisation de l’e´quation de
Darcy, l’e´quation de Brinkman de´crite en Annexe J, page 247.
5.2.4.2 Mode`les choisis
Mode`le Microscopique - Approche de Kozeny Dans cette approche, le milieu
poreux est assimile´ a` un ensemble de canaux cylindriques. La loi de Kozeny est obtenue
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en deux e´tapes. La premie`re permet de relier le de´bit de fluide dans un canal a` la perte
de pression a` ses extre´mite´s, soit la loi de Hagen-Poiseuille. Dans un deuxie`me temps, la
sommation de la contribution de chaque canal, permet de relier le de´bit et le gradient
de pression impose´s aux extre´mite´s d’un e´chantillon macroscopiquement e´quivalent (voir
figure 5.3).
H
2 R
H
2 R
Milieu équivalent
composé d’un ensemble
de canaux
Milieu poreux réel composé de
grains et de pores (de fibres et
d’espaces inter-fibres)
Figure 5.3 – De l’e´coulement de re´sine dans un canal a` l’e´coulement dans un milieu poreux
e´quivalent.
Loi de Hagen-Poiseuille Ici, compte tenu des remarques de la section 5.2.1, seuls
les e´coulements laminaires sont conside´re´s (voir Annexe F, page 237). La loi de Hagen
Poiseuille consiste a` e´crire l’e´quilibre stationnaire d’un fluide dans un pore cylindrique.
Lors de l’e´coulement dans une conduite circulaire, le profil de vitesse observe´ est parabo-
lique. Une vitesse nulle peut eˆtre conside´re´e sur les parois (due aux forces de frottement).
Au centre du cylindre la vitesse est non nulle (voir figure 5.4). Ce type d’e´coulement dit
de Poiseuille sera analyse´ nume´riquement lors de la validation des e´quations de Stokes.
Ici, nous nous appuyons sur une re´solution analytique du proble`me.
zvx
y
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2
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U
Figure 5.4 – E´coulement dans une conduite circulaire : Loi de Hagen-Poiseuille.
En ne´gligeant les phe´nome`nes d’inertie (re´gime stationnaire), l’e´coulement dans le
cylindre peut eˆtre de´crit par l’e´quation de Stokes en coordonne´es cylindriques suivant
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l’axe z (voir e´quation A.7, page 221) :
ρ gz − ∂p(z)
∂z
+ η ∆vz(r) = 0
Par double inte´gration sur le rayon, et en tenant compte des conditions aux limites
sur la vitesse (vz(0) 6=∞ et vz(Rc) = 0), la vitesse suivant z s’e´crit :
vz(r) =
1
4 η
[
∂p(z)
∂z
− ρ gz
] (
r2 −R2c
)
L’inte´grale de cette e´quation sur la section du cercle donne une expression pour le de´bit
volumique Qc en fonction du gradient de pression. La loi de Hagen-Poiseuille s’e´crit :
Qc = −pi R
4
c
8 η
[
∂p(z)
∂z
− ρ gz
]
(5.13)
Cette e´quation de´crit l’e´coulement stationnaire d’un fluide dans un pore cylindrique.
A partir de ce de´bit, la vitesse moyenne dans le canal ou vitesse superficielle peut eˆtre
calcule´e (Uc =
Qc
Sc
).
Loi de Kozeny Le milieu poreux (de volume V = SH avec S = piR2) est remplace´
par un milieu de meˆme volume constitue´ de N pores identiques, droits et inde´pendants
(non connecte´s entre eux), de longueur L et de rayon Rc (voir figure 5.5). Le nombre de
pores N ainsi que le rayon de ces pores Rc sont choisis de telle sorte que la surface totale
des capillaires soit e´gale a` la surface spe´cifique de milieu poreux conside´re´ (( a )) et que le
volume total soit e´gal au volume de pores (voir la de´finition des grandeurs associe´es a` un
milieu poreux dans la partie 5.2.4.1).
2 R
HL
2
C
R
Figure 5.5 – Mode`le de Kozeny : mode´lisation du milieu poreux a` l’aide de pores identiques
droits et inde´pendants.
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Par ailleurs, le facteur de circularite´ γ est introduit. Il traduit le fait que la section
s’e´carte de la circularite´. Il varie entre 0, 83 pour les formes triangulaires et 1, 5 pour les
formes rectangulaires infiniment allonge´es. Pour des milieux re´els, γ est ge´ne´ralement e´gal
a` 1 ± 0, 15. Enfin, la tortuosite´ T = L/H de´signe la longueur moyenne parcourue par le
fluide dans les pores re´els. L’e´quation 5.13 devient :
Uc = −1
γ
R2c
8 η
(
∆p
L
− ρ gz
)
En e´crivant l’e´galite´ des de´bits en fuˆt vide et dans les pores (Q = Qc = SU = NSc
H
L
Uc
avec N Sc = S
H
L
φ et φ la porosite´ du milieu), une relation entre le de´bit Q et le gradient
de pression aux extre´mite´s d’un milieu poreux ∆p
L
peut eˆtre e´crite :
Q = −1
η
[
1
γ
R2c
8
φ
(
H
L
)2]
S
(
∆p
L
− ρ gz
)
(5.14)
Mode`le Macrocopique - Approche de Darcy
Experience de Darcy En 1856, Darcy e´tudie l’e´coulement en milieu sature´ de l’eau
dans les filtres sableux connecte´s aux fontaines de la ville de Dijon (voir expe´rience sur la
figure 5.6). Les expe´riences de Darcy montrent l’existence d’une relation de proportion-
nalite´ entre le de´bit et le gradient de pression impose´ aux extre´mite´s d’un milieu poreux
(Darcy (1856)) :
Q =
κ S
L
(h1 − h2)
ou` κ de´signe la conductivite´ hydraulique, S la section transverse du conduit et hi =
pi
ρ gz
+ui de´signe la hauteur hydraulique (voir figure 5.6). En introduisant la relation entre
la conductivite´ hydraulique et la perme´abilite´ K = κ η
ρ g
, le de´bit s’e´crit :
Q =
K S
η
(
p1 − p2
L
+ ρ gz sin (α)
)
Dans le cas d’un conduit vertical (sin (α) = 1), et en introduisant le diffe´rentiel de
pression ∆p = p2 − p1 :
Q = −K S
η
(
∆p
L
− ρ gz
)
(5.15)
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Figure 5.6 – Expe´rience de Darcy : e´coulement dans un conduit poreux sature´ incline´
(prise en compte de la pesanteur).
Ge´ne´ralisation de l’e´quation de Darcy Lorsque la distance L tend vers 0, une
expression diffe´rentielle de l’e´quation macroscopique de Darcy 1D peut eˆtre obtenue a`
partir de l’e´quation 5.15. Une ge´ne´ralisation 3D de cette e´quation donne (Hassanizadeh
(1983c)) :
v¯ =
Q
S
n = −K
η
· (∇p− ρ g) (5.16)
ou` v¯ de´signe la vitesse en fuˆt vide, i.e. la vitesse moyenne qu’aurait le fluide dans le tube
de normale n. C’est aussi la vitesse moyenne d’approche du liquide. K est le tenseur de
perme´abilite´ tridimensionnel. Cette loi reste valable tant que le re´gime d’e´coulement est
laminaire c’est a` dire tant que les forces visqueuses dominent les forces d’inertie (nombre
de Reynolds faible).
Note : la meˆme ge´ne´ralisation tridimensionnelle peut eˆtre re´alise´e sur l’e´quation de
Kozeny a` condition de proposer une caracte´risation tridimensionnelle des grandeurs in-
tervenant dans cette e´quation (voir le paragraphe suivant).
Combinaison des approches : Carman-Kozeny En observant les formules 1D ob-
tenues a` l’aide des approches macroscopiques (Darcy) et microscopiques (Kozeny) et en
les combinant, une expression pour le tenseur de perme´abilite´ K peut eˆtre obtenue :
K =
1
γ
R2c
8
φ
(
H
L
)2
En introduisant les proprie´te´s caracte´ristiques d’un milieu poreux, notamment la po-
rosite´ φ et la surface spe´cifique ou aire volumique a (voir paragraphe 5.2.4.1), les relations
d’e´galite´ suivantes entre le mode`le de Darcy et le mode`le de Kozeny peuvent eˆtre e´crites
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(voir figure 5.5). D’une part, l’e´galite´ des surfaces internes a V (1 − φ) = N 2 pi Rc L.
D’autre part, l’e´galite´ des porosite´s φ V = N pi R2c L. Finalement une relation entre la
surface spe´cifique a et la porosite´ φ (Charpentier (2004)) peut eˆtre donne´e a = 2
Rc
φ
1−φ .
La perme´abilite´ s’e´crit donc (en introduisant la tortuosite´ de´ja` de´finie pre´ce´demment) :
K =
1
2 γ T 2 a2
φ3
(1− φ)2
Dans l’expression pre´ce´dente la constante hk = 2γT
2 est appele´e constante de Kozeny.
Elle vaut hk = 4, 5± 1, 5 (en pratique 5) pour des empilages de grains isome´triques avec
des porosite´s n’exce´dant pas 0, 7 a` 0, 8. En exprimant la surface spe´cifique pour un milieu
constitue´ de fibres de diame`tre moyen df , il est possible d’e´crire :
a =
N pi df L
N pi
d2f
4
L
=
4
df
Finalement, une autre expression de la perme´abilite´ souvent utilise´e dans la litte´rature
est donne´e par l’e´quation suivante (Dullien (1979), Park et Kang (2003)) :
K =
d2f
16 hk
φ3
(1− φ)2
En ge´ne´ralisant dans un cas tridimensionnel, i.e. une constante de Kozeny de´pendant
des trois directions (hk), l’expression dite de Carman Kozeny devient :
K =
d2f
16 hk
φ3
(1− φ)2 (5.17)
Remarque : la relation de Carman-Kozeny est semi-empirique. La constante de Kozeny
doit eˆtre de´termine´e expe´rimentalement. Elle conduit a` une perme´abilite´ effective c’est a`
dire une perme´abilite´ en re´gime sature´. Dans le paragraphe 5.2.4.2 nous reviendrons en
de´tail sur le proble`me de la perme´abilite´ et sur la de´termination de la constante de Kozeny.
E´quation de Brinkman Les approches de Darcy et de Kozeny ne permettent pas
de repre´senter un e´coulement macroscopique dans un milieu poreux prenant en compte
les effets de (( bords )) c’est a` dire les conditions d’adhe´rence ou les conditions limites
en vitesse au niveau des frontie`res (Yang et al. (2000)). En 1947, Brinkman propose une
ge´ne´ralisation des e´quations de Navier et Stokes (voir e´quation A.7, page 221) aux milieux
poreux. Ainsi, une force exte´rieure supple´mentaire (terme de Darcy) traduit la diminution
de la quantite´ de mouvement due a` la pre´sence du milieu poreux : η
K
d¯fr . Formule´e de
manie`re quasi-eule´rienne, l’e´quation de Brinkman s’e´crit (voir Annexe J) :
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ρfr
(
∂v¯ fr
∂t
∣∣∣∣
χ
+
1
φ s
c¯fr ·∇v¯fr
)
= fv︸︷︷︸
ρfr φ s g
−η φ s
K
· d¯ fr − φ s∇x p fr + η∆x v¯ fr (5.18)
Dans cette e´quation c¯fr de´signe la vitesse relative entre les particules mate´rielles de fluide
v¯fr dans le domaine mate´riel et la vitesse du domaine de re´fe´rence v¯
f
d choisi pour l’approche
ALE, et d¯fr la vitesse relative entre le fluide et les pre´formes. Si le domaine de re´fe´rence
choisi pour l’approche ALE est le domaine dans lequel s’e´coule le fluide (les pre´formes), les
vitesses relatives d¯fr et c¯
f
r sont e´gales. Ce choix sera syste´matiquement effectue´ dans la suite
de cette e´tude pour la re´solution des e´quations de Darcy ou Brinkman compte tenu des
explications donne´es au paragraphe 5.2.4.3 : d¯fr = c¯
f
r . Par ailleurs, les vitesses introduites
dans ces e´quations ne sont pas des vitesses re´elles mais des vitesses macroscopiques ou
dites en (( fuˆt vide )). Ainsi, v¯fr = φs v
f
r et c¯
f
r = φs c
f
r et v
f
r , c
f
r respectivement les vitesses
intrinse`ques moyennes de la re´sine dans les pores, et les vitesses intrinse`ques moyennes
relatives de la re´sine.
En ne´gligeant les effets d’inertie et en conside´rant des re´gimes d’e´coulement laminaires
ainsi que de faibles perme´abilite´s, le terme fv − η
K
· c¯ fr devient pre´ponde´rant devant les
termes d’advection η∆x v¯
f
r et de diffusion c¯
f
r ·∇v¯fr (Farina et Preziosi (2000a) et Preziosi
et Farina (2002)). Ainsi, l’e´quation de Brinkman (Eq. 5.18), se re´duit a` l’e´quation classique
de Darcy (Eq. 5.16, voir aussi Farina et Preziosi (2000b)) :
fv − η
K
· c¯ fr −∇x p fr = 0 (5.19)
En conside´rant un e´coulement quasi-statique pour lequel les phe´nome`nes d’inertie
sont ne´glige´s devant les phe´nome`nes visqueux l’e´quation de Brinkman 5.18 devient (Ngo
et Tamma (2001)) :
fv − η
K
· c¯ fr −∇x p fr + η¯∆x v¯ fr = 0 (5.20)
η¯ = η
φ s
repre´sente la viscosite´ effective. La viscosite´ doit eˆtre vue comme un parame`tre
permettant de prendre en compte les conditions aux limites de cisaillement au niveau des
interfaces (Brinkman (1947)) par l’interme´diaire du terme d’advection.
Le proble`me de la perme´abilite´ Quelle que soit l’approche utilise´e (Darcy ou Brink-
man), la perme´abilite´ caracte´rise l’e´coulement de fluide dans le milieu poreux. La mode´li-
sation de l’e´coulement de la re´sine dans les proce´de´s LRI et RFI devra donc s’appuyer sur
une valeur the´orique ou expe´rimentale de la perme´abilite´ la plus pre´cise possible afin de
proposer un mode`le re´aliste et fiable. Dans le cas de ces proce´de´s, les mesures concernent
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principalement les perme´abilite´s transverses des pre´formes. En effet, les perme´abilite´s
dans le plan des renforts (10−10 − 10−11 m2) sont bien plus eleve´es que les perme´abilite´s
dans l’e´paisseur (10−12 − 10−13 m2). Expe´rimentalement, l’e´coulement du fluide lors de
l’infusion a lieu essentiellement dans l’e´paisseur. Dans cette direction, comme nous l’avons
de´crit pre´ce´demment lors de la combinaison des approches de Kozeny et de Darcy, une
formule semi-empirique peut eˆtre utilise´e pour obtenir cette perme´abilite´ : la relation de
Carman Kozeny. L’autre me´thode de plus en plus employe´e consiste a` utiliser directement
des mesures expe´rimentales spe´cifiques au milieu poreux analyse´.
Utilisation de loi semi-empiriques Le mode`le de Carman-Kozeny est tre`s lar-
gement utilise´ dans le cadre de la de´termination de la perme´abilite´ d’un empilement de
pre´formes (Bear (1990), Kaviany (1995)). Ce mode`le fait intervenir une constante dite
constante de Kozeny dont la de´termination n’est pas triviale. Kaviany (1995) note les li-
mites de ce mode`le et constate que la constante de Kozeny varie dans certaines conditions.
Expe´rimentalement Elbouazzaoui (2004) montre, bien que ceci reste encore difficilement
quantifiable et que la constante de´pend du re´gime d’e´coulement. Par ailleurs, la de´pen-
dance a` la porosite´ propose´e dans cette loi n’est pas toujours repre´sentative du milieu
poreux e´tudie´ (en l’occurrence ici le mode`le de Kozeny n’est pas repre´sentatif des renforts
de type NC2 comme l’indiquent Drapier et al. (2005)). Il faut se rappeler que le mode`le
de Kozeny reste une approximation assez grossie`re du milieu poreux comme le montre
la figure 5.5. Il est donc ne´cessaire de prendre de nombreuses pre´cautions en employant
cette loi, chose que de nombreux auteurs ne´gligent de faire en se contentant d’identifier la
constante de Kozeny. Les travaux de Chen et Papathanasiou (2006) montrent une forte
sensibilite´ de la constante de Kozeny a` la porosite´ mais surtout a` la distance entre fibres.
D’autre travaux portent sur l’utilisation de la the´orie de l’homoge´ne´isation afin de
pre´dire la perme´abilite´ de renforts fibreux (Takano et al. (2000), Boutin (2000)). Dans
ce cas la perme´abilite´ du renfort (parame`tre macroscopique) est de´termine´e a` partir de
la ge´ome´trie de la microstructure au moyen de la the´orie de l’homoge´ne´isation. Bizet
et al. (2005) s’inte´ressent a` l’analyse de la microstructure de renforts fibreux a` l’aide de
granulome´tries line´aires. Ces granulome´tries permettent de de´terminer les caracte´ristiques
de la phase poreuse. Une comparaison entre les valeurs de perme´abilite´s expe´rimentales et
de perme´abilite´s calcule´es a` l’aide des porosite´s et de la loi de Carman Kozeny est ensuite
re´alise´e avec succe`s. Dans leur travaux Belov et al. (2004) proposent une analyse de la
perme´abilite´ a` l’aide de simulations nume´riques sur un volume repre´sentatif des renforts.
Dans cette e´tude la me´thode des (( re´seaux )) de Boltzmann est utilise´e pour analyser
les e´coulements complexes dans les textiles. Des mode`les microscopiques sont adopte´s
et des relations cine´matiques me´soscopiques sont utilise´es. Le fluide est compose´ d’un
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ensemble de (( particules fluides )) qui bougent et interagissent sur le re´seau. Enfin notons
que certains auteurs proposent une de´composition de la perme´abilite´ en perme´abilite´
absolue et perme´abilite´ relative (Lewis et al. (1998)), les perme´abilite´s relatives e´tant
ge´ne´ralement introduites dans les e´coulements multiphasiques de manie`re semi-empirique
a` partir des effets de capillarite´ afin de prendre en compte les diffe´rences entre perme´abilite´
sature´e et effective (insature´e) elles meˆme calcule´es a` partir de la relation de Carman
Kozeny : voir paragraphe 2.3.1.2 dans la partie I.
Mesures expe´rimentales de la perme´abilite´ De plus en plus, des e´tudes expe´-
rimentales relativement spe´cifiques sont mene´es afin de caracte´riser pre´cise´ment la per-
me´abilite´ propre a` chaque mate´riau (Buntain et Bickerton (2003), Drapier et al. (2002),
Ferland et al. (1996) . . . ). Ces e´tudes indiquent une de´pendance de la perme´abilite´ a` la
porosite´ et au niveau de saturation d’ou` la se´paration effectue´e par Lewis et al. (1998)
en perme´abilite´ effective et perme´abilite´ relative. Dans la plupart des cas ces mesures
de perme´abilite´ reposent directement sur l’utilisation de la loi de Darcy (voir e´quation
5.16). Une mesure du de´bit et du gradient de pression aux extre´mite´s d’un e´chantillon
permet de de´terminer la perme´abilite´ en m2 d’un empillement, la viscosite´ dynamique
du fluide e´tant connue. Deux types de caracte´risations sont ge´ne´ralement effectue´es (Bi-
netruy et al. (1997), Elbouazzaoui (2004), . . . ). Des mesures en re´gime transitoire pour
lesquelles le fluide impre`gne le stratifie´ (Breard et al. (1999) et Drapier et al. (2005)).
L’e´coulement est suppose´ quasi-statique afin d’appliquer la loi de Darcy entre chaque pas
de remplissage. Des mesures en re´gime sature´ ou permanent permettent de de´terminer
des perme´abilite´s dites effectives (Buntain et Bickerton (2003) et Ferland et al. (1996)).
Concernant les nappes NC2, des mesures de perme´abilite´ en re´gime stationnaire et
transitoire ont e´te´ re´alise´es par Elbouazzaoui (2004). La figure 5.7 pre´sente les re´sultats
obtenus dans le cadre de ces travaux. Les premiers re´sultats de l’e´tude montrent une
forte de´pendance de la perme´abilite´ a` la face d’injection, a` la saturation ainsi qu’une
de´pendance a priori line´aire a` la porosite´. Ne´anmoins, ces mesures restent difficilement
reproductibles. Actuellement des efforts sont engage´s a` l’E´cole Nationale Supe´rieure des
Mines de Saint-E´tienne dans le cadre d’une collaboration avec Hexcel Reinforcements
(Nunez (2005)) afin de concevoir un dispositif permettant une caracte´risation pre´cise de
la perme´abilite´ pour tout type de renfort.
Remarque : Les mesures re´alise´es par Hexcel Reinforcements en re´gime permanent in-
diquent une perme´abilite´ 50 fois supe´rieure dans la direction longitudinale pour des ren-
forts sans trous de coutures et 100 fois supe´rieure lorsque les NC2 pre´sentent des trous de
coutures.
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Figure 5.7 – Bilan de mesures de perme´abilite´ en re´gime sature´ et transitoire sur les nappes
NC2 (Drapier et al. (2005)).
Conclusion La mesure de la perme´abilite´ de pre´formes reste une difficulte´ expe´ri-
mentale fondamentale. Actuellement de nombreux travaux sont en cours pour fournir une
re´ponse aux diffe´rents proble`mes pose´s (mesures en re´gime transitoire, en re´gime perma-
nent, . . . ). Ici, dans le cadre de la mise au point d’un mode`le et d’un outil de calcul pour
l’e´tude ge´ne´rale des me´canismes de l’infusion, nous avons choisi d’utiliser en premie`re ap-
proche une loi de type Carman-Kozeny. Ainsi, la perme´abilite´ de´pend essentiellement de la
porosite´. La constante de Kozeny est choisie de telle sorte que les perme´abilite´s obtenues
soient proches des perme´abilite´s mesure´es par Drapier et al. (2005), soit une perme´abilite´
de 1.10−12 pour un taux de fibres de 60 %. De`s que des caracte´risations supple´men-
taires auront e´te´ mene´es sur la saturation, son inte´gration dans le mode`le sera possible.
Nous reviendrons dans la suite de ce chapitre consacre´ a` la mode´lisation me´canique sur
le proble`me de la saturation. Signalons enfin, que lors du drapage les permeabilite´s lon-
gitudinales (dans le plan) et transverses (dans l’e´paisseur) vont fortement changer. Des
logiciels sont actuellement propose´s pour repre´senter ces variations (PAM-FORM TM) ou
QUIK-FORMTM.
5.2.4.3 Les e´quations de conservation
Les de´veloppements pre´ce´dents concernent l’e´tude de l’e´coulement de la re´sine dans les
pre´formes. L’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement de Brinkman de´crit
d’une manie`re ge´ne´rale l’e´coulement dans un milieu poreux (ici l’e´coulement de la re´sine
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dans les pre´formes). Pour de faibles perme´abilite´s cette e´quation est souvent remplace´e par
l’e´quation de Darcy. Cette e´quation largement utilise´e dans la litte´rature pour la mise en
forme de mate´riaux composites par injection ou infusion fournit d’excellents re´sultats au
regard des confrontations re´sultats nume´riques / expe´riences pre´sente´s. Cette description
de la conservation de la quantite´ de mouvement doit comme dans le cas de la zone pure-
ment fluide eˆtre comple´te´e par une e´quation de conservation de la masse qui exprime ici
l’incompressibilite´ du fluide. Exprime´es dans le cadre d’une approche (( quasi-eule´rienne )),
en re´gime quasi-statique et pour un milieu poreux a` perme´abilite´ faible pour lequel la loi
de Darcy est ve´rifie´e, les e´quations de conservation s’e´crivent en 3D (K < 1.10−3 m2 ; voir
Annexe K) :
η
K
· c¯ fr +∇x p fr = 0 (5.21a)
c¯ rr ·∇x ρ rr + ρ rr divx v¯ rr = 0 (5.21b)
Pour les proce´de´s par infusion, la vitesse de domaine de re´fe´rence v¯fd n’est pas ar-
bitraire. Le domaine poreux dans lequel s’e´coule la re´sine subit d’importantes de´forma-
tions. Afin de suivre l’e´volution de ces proprie´te´s et l’influence de cette modification sur
l’e´coulement de fluide, notamment au niveau des porosite´s et des perme´abilite´s, il paraˆıt
astucieux de confondre le domaine de re´fe´rence associe´ a` l’e´coulement de la re´sine dans le
milieu poreux avec le domaine poreux lui-meˆme. Ainsi, les perme´abilite´s seront directe-
ment connues dans le domaine de re´fe´rence Ωˆ. L’emploi de la formulation quasi-eule´rienne
est donc naturel.
Dans la litte´rature, les e´quations de conservation de la masse et de la quantite´ de
mouvement sont souvent regroupe´es. L’e´quation re´sultant de cette association est plus
connue sous le nom d’e´quation de Richard ou de Buckingham-Darcy (voir Annexe I). Elle
est a` la base des me´thodes FE/CV et des (( e´le´ments non-structure´s )) tre`s utilise´s dans
la plupart des codes de calcul. Dans la litte´rature, des approches prenant en compte le
de´placement du domaine dans lequel s’e´coule la re´sine sont propose´es (Kang et al. (2001)).
Elles sont e´labore´es a` partir de l’e´criture des e´quations de conservation sur chacune des
phases en pre´sence, i.e. la re´sine et les fibres (Billi et Farina (2000)).
5.2.5 E´coulement de la re´sine dans le drainant
L’e´coulement de la re´sine dans le drainant peut eˆtre mode´lise´ de plusieurs fac¸ons.
Certains estiment que les perme´abilite´s tre`s importantes rencontre´es dans de tels milieux
permettent de conside´rer directement un e´coulement de type Navier et Stokes, voire Stokes
compte tenu de l’hypothe`se d’e´coulement laminaire de la re´sine. D’autres auteurs pre´fe`rent
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utiliser les e´quations de Brinkman pour mode´liser ces e´coulements a` fortes perme´abilite´s.
Une e´tude comparative des e´quations de Stokes, Brinkman et Darcy doit permettre de
de´cider des seuils de perme´abilite´ a` partir desquels chacune de ces e´quations peut eˆtre
employe´e. Une partie de cette e´tude est pre´sente´e dans l’Annexe K, page 251. Elle in-
dique que pour des perme´abilite´s infe´rieures a` K = 1.10−3 m2, la prise en compte des
phe´nome`nes de bords tels que les conditions d’adhe´rence conduit a` des proble`mes nume´-
riques caracte´rise´s par l’apparition de couches limites. En dec¸a` de ce seuil de perme´abilite´,
l’e´quation de Darcy devient une bonne approximation.
5.3 Mode´lisation de la partie solide
Quelle que soit la zone conside´re´e, les pre´formes se`ches et humides se comportent
comme un solide. Une formulation mate´rielle (base´e sur un maillage associe´ aux particules
mate´rielles) convient parfaitement pour mode´liser ce type de comportement et permet de
conserver inte´gralement l’histoire de la de´formation (voir figure 5.1, page 48). Comme nous
l’avons vu dans le chapitre d’introduction, l’influence de la pression de la re´sine dans les
pores des pre´formes peut expliquer les variations d’e´paisseur rencontre´es lors des proce´de´s
par infusion notamment les augmentations d’e´paisseur mises en e´vidence dans les travaux
de Kang et al. (2001) et Ahn et al. (1990). Nous avons choisi ici d’inte´grer cette pression
directement dans les e´quations de conservation afin de proposer un mode`le le plus ge´ne´ral
possible. L’interaction entre le comportement solide des pre´formes et le comportement
fluide de la re´sine intervient e´galement a` travers de l’e´volution de la porosite´ que nous
traitons ici de fac¸on rationnelle a` l’aide de l’e´quation de conservation de la masse.
5.3.1 Conservation de la masse et porosite´
Dans une approche mate´rielle, la conservation de la masse est implicitement ve´rifie´e
dans le sens ou` les repe`res de calcul (le maillage) et le domaine mate´riel sont confondus.
Ainsi, l’e´quation de conservation de la masse relie les masses aux instants t et t+∆t via
la densite´ macroscopique des fibres ρ¯ff et le Jacobien de la transformation J .
J(x, t+∆t) ρ¯ ff (t+∆t) = J(x, t) ρ¯
f
f (t) (5.22)
Ici, les pre´formes sont suppose´es de´formables mais compose´es de fibres incompressibles.
Ainsi une variation de volume dans les pre´formes est associe´e a` une variation du volume des
pores et donc a` une variation de porosite´. La variation locale de porosite´ est alors calcule´e.
La relation suivante relie de manie`re explicite l’e´tat de de´formation des pre´formes et les
porosite´s associe´es :
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J(x, t+∆t) (1− φ(x, t+∆t)) = J(x, t) (1− φ(x, t)) (5.23)
Nume´riquement, l’approche mate´rielle permet le calcul de la variation de porosite´
locale a` partir de la variation de volume de chaque e´le´ment. Cette approche de la variation
de porosite´ par la conservation de la masse, bien que tre`s intuitive, est un point original du
mode`le propose´ par rapport a` ceux expose´s actuellement dans la litte´rature ou` la variation
de porosite´ (ou la variation de fraction volumique) est directement relie´e a` la pression
applique´e sur l’empilement de pre´formes via des relations semi-empiriques 1D (Farina et
Preziosi (2000c), Gutowski et al. (1987), . . . ) ce qui limite l’analyse du comportement a`
l’e´tude du comportement dans l’e´paisseur.
5.3.2 Influence de la re´sine sur le comportement des nappes
En l’absence de force de volume, l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouve-
ment associe´e a` l’empilement de pre´formes s’e´crit sous forme eule´rienne (voir Annexe A.3,
page 217) :
divx σ
f
f (x, t) = 0 (5.24)
Cette e´quation de conservation est e´crite dans un premier temps en fonction des
contraintes de Cauchy dans les pre´formes σff . Elle peut ne´anmoins eˆtre formule´e dans
le repe`re initial et ainsi s’e´crire en fonction du premier tenseur de Piola Kirchhoff (voir
e´quation 5.3 dans le paragraphe de´die´ a` la formulation ALE ). La description des carac-
te´ristiques du comportement des nappes (impre´gne´es ou non) s’exprime dans la loi de
comportement. Il est e´vident que le comportement des nappes va de´pendre du compor-
tement du re´seau de fibres lui meˆme (i.e. sa rigidite´) mais e´galement de la pre´sence de
fluide (la re´sine) dans les pores (Kessels et al. (2006)). De nombreux auteurs ont e´tudie´
la re´ponse me´canique de pre´formes sature´es afin de de´gager une loi de comportement.
Ces analyses restent cependant limite´es a` des conditions aux limites particulie`res et four-
nissent des informations sur un certain type de pre´formes (Gutowski et al. (1987)). Ici,
dans le cadre d’une analyse tre`s ge´ne´rale de l’infusion, nous avons choisi de formuler le
comportement des nappes impre´gne´es via le mode`le dit de (( Terzaghi )). Dans ce mode`le
purement me´canique, l’influence de la re´sine est prise en compte a` travers sa pression
hydrostatique (Terzaghi et al. (1967), Kempner et Hahn (1998), Gray et Schrefler (2001),
Wan (2003), . . . ) :
σ ff = σ
f
ef
− s p fr I dans les pre´formes humides
σ ff = σ
f
ef
dans les pre´formes se`ches
(5.25)
68
5.3. Mode´lisation de la partie solide
ou` σ fef de´signe les contraintes effectives dans les pre´formes, i.e. les contraintes en l’absence
de re´sine, p fr la pression hydrostatique de la re´sine dans les pre´formes humides et s le degre´
de saturation de´ja` de´fini dans le paragraphe 5.2.4.1 et qui sera e´tudie´ plus pre´cise´ment
dans le paragraphe 5.4. Le lecteur est invite´ a` consulter l’annexe G pour obtenir plus de
de´tails sur le mode`le de Terzaghi. En 1941, Biot ge´ne´ralise le mode`le de Terzaghi sous la
forme d’une the´orie ge´ne´rale pour la consolidation en apportant un parame`tre correcteur
β dans la loi de comportement (Biot (1941), Schanz et Pryl (2004)). sp fr I devient sβ p
f
r I.
Dans le cadre de leur e´laboration les mode`les de Biot et de Terzaghi e´taient associe´s a`
des comportements effectifs de type e´lastique line´aire. Des ge´ne´ralisations de ces mode`les
proposent de´sormais des comportements beaucoup plus e´labore´s mode´lisant a` la fois des
effets irre´versibles non-line´aires (principalement pour la me´canique des sols - Borja (2004))
voire meˆme des aspects thermo-me´caniques (Schrefler et Scotta (2001)). Comme nous
l’observons ici, la mode´lisation correcte du comportement me´canique en retenant le mode`le
de Terzaghi ou le mode`le de Biot, ne´cessite la de´termination de la loi de comportement
effective des nappes et celle du parame`tre de Biot β. Concernant ce dernier parame`tre nous
le supposerons dans un premier temps e´gal a` 1. Le mode`le pourra ensuite eˆtre ajuste´ lors
de la comparaison expe´riences / simulations. Des essais expe´rimentaux re´alise´s a` l’E´cole
Nationale Supe´rieure des Mines de Saint-E´tienne sur des bi-axiaux NC2 [0,90] (Drapier
et al. (2002), Drapier et al. (2005)) et plus re´cemment sur des empilements [0,90]100 lors
des essais de validation des mode`les de´veloppe´s dans le cadre de la mode´lisation du proce´de´
LRI (lois de comportement dans le chapitre 15), donnent des informations au sujet de
la loi de comportement spe´cifique aux renforts NC2. Ces essais de compression montrent
un comportement e´lastique non-line´aire en grandes de´formations des pre´formes dans leur
e´paisseur (plus de 100 %). Les non-line´arite´s ge´ome´triques devront donc eˆtre prises en
compte et traite´es afin de mode´liser correctement le comportement des nappes. La loi de
comportement est globalement caracte´rise´e par la pre´sence de deux pentes. Une premiere
rigidite´ est associe´e a` des fractions volumiques de fibres infe´rieures a` 60 %. Elle peut
eˆtre interprete´e comme une rigidite´ macroscopique du re´seau de fibres due en partie aux
forces de frottement. Une rigidite´ plus importante correspond ensuite a` des fractions
volumiques de fibres supe´rieures a` 60 % (voir figure 8.5 dans le chapitre 8). Cette rigidite´
n’est plus lie´e aux forces de frottement mais a` la rigidite´ meˆme des fibres de carbone.
A partir d’un certain seuil, les de´formations ne sont plus e´lastiques. Des phe´nome`nes
irreversibles apparaissent (voir les travaux de Zhang et Schrefler (2000) pour la prise en
compte de phenome`nes plastiques dans la loi de Terzaghi). Le lecteur peut se reporter
au paragraphe 8.3.1.2 du chapitre 8 pour plus d’informations au sujet de l’e´laboration
des lois de comportements anisotropes non-line´aires. Dans ce chapitre 8 (partie II) nous
decrirons nume´riquement le type d’outils employe´s pour le traitement du comportement
69
Chapitre 5. Mode´lisation me´canique
e´lastique non-line´aire en grandes de´formations des nappes de pre´formes.
D’autres travaux mene´s par Bickerton et al. (2003) indiquent un comportement visco-
e´lastique de certaines pre´formes se`ches. Pour conclure notons que des mode`les plus e´la-
bore´s sont utilise´s pour e´tudier le comportement visco-e´lastique de structures en service
comme le mode`le de´veloppe´ par Kelly et al. (2006), mais une fois de plus ce type de
mode`le reste spe´cifique a` des couples re´sine / pre´formes particuliers. Notons enfin que de
fortes vitesses de de´formations peuvent eˆtre a` l’origine de dissipations thermiques dans les
pre´formes. A notre connaissance, ce type de phe´nome`ne n’est pas mentionne´ dans la litte´-
rature et compte tenu des faibles vitesses d’infusion, donc de de´formation des pre´formes,
ces effets seront ne´glige´s.
5.4 Prise en compte de la saturation
5.4.1 De´finition
L’e´quation de Buckingham-Darcy traditionnelle utilise´e dans les mode`les d’injection
ne traite pas le changement possible du niveau de saturation comme le changement de
porosite´ d’un domaine mate´riel. La saturation est de´finie comme le ratio entre le volume
de re´sine et le volume de pores :
s =
volume de re´sine
volume de pores
(5.26)
Les e´quations de conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement de Darcy
(voir Eqs. 5.21), e´crites dans le cadre de la the´orie de l’homoge´ne´isation s’expriment en
fonction de variables macroscopiques ou en fuˆt vide. Celles-ci font intervenir la saturation
et la porosite´. Dans ce qui pre´ce`de nous avons observe´ comment l’e´volution de la porosite´
e´tait prise en compte a` travers l’analyse du comportement des pre´formes (voir paragraphe
5.3.1). La variation de la saturation est plus de´licate a` analyser. Actuellement deux types
d’approches sont e´tudie´es dans la litte´rature et pre´sentent toutes deux un certain nombre
de difficulte´s.
5.4.2 Les approches possibles
D’un point de vue physique, la saturation est un parame`tre progressif. La frontie`re
entre une zone comple`tement sature´e (s = 1) et une zone se`che (s = 0) est dans ce
sens continue. Selon Spaid et al. (1998), la relation entre la pression et la saturation est
gouverne´e par les effets de tensions de surface. Ainsi, en re´gime transitoire, la relation
supple´mentaire entre le champ de pression et le degre´ de saturation doit eˆtre caracte´rise´e.
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Diverses e´tudes mene´es sur des e´coulements de fluides en re´gimes sature´s et insature´s sont
notamment mene´es par Breard et al. (1999) afin de caracte´riser cette relation. Cependant,
le manque d’informations concernant cette loi d’e´volution en fait une approche assez peu
utilise´e dans la litte´rature. Par ailleurs comme nous l’avons mentionne´ dans le paragraphe
5.2.4.2, la saturation intervient e´galement sur la perme´abilite´. Bien que ne´cessaire dans
le cadre d’une mode´lisation comple`te de l’infusion, dans l’e´tat actuel des connaissances,
l’inte´gration de la saturation pre´sente trop d’inconnues pour eˆtre d’une utilite´ ave´re´e.
Pour re´pondre au manque d’information sur la saturation, l’approche dite (( slug-flow ))
est actuellement la plus utilise´e. Cette approche repose sur l’hypothe`se d’une relation
binaire entre la saturation s(x, t) et la pression hydrostatique p(x, t). La saturation et la
pression e´tant relie´es a` l’aide d’une seule relation explicite, cette hypothe`se e´limine un
degre´ de liberte´ dans le proble`me e´le´ments finis (Michaud et Mortensen (2001)).
s(x, t) = 1 pour p(x, t) 6= 0
s(x, t) = 0 pour p(x, t) = 0
(5.27)
Nume´riquement, l’approche (( slug flow )) repose sur l’utilisation d’un volume de controˆle
associe´ a` un degre´ de liberte´ en saturation ou en pression. Ce volume est utilise´ pour cal-
culer le flux de matie`re sur chacune des frontie`res des volumes de controˆle et permet ainsi
de post-traiter le champ de pression et de connaˆıtre la se´quence de remplissage d’une
structure (voir Loos et al. (2002)). Principalement deux me´thodes sont aujourd’hui utili-
se´es. La me´thode des e´le´ments non-structure´s et la me´thode FE/CV de´ja` pre´sente´e lors
de l’e´tude bibliographique dans le paragraphe 2.3.2.4.
5.5 Conditions aux limites
A l’exception des conditions aux limites applique´es par le proce´de´ lui-meˆme, comme la
pression engendre´e par le sac a` vide ou encore la condition de de´placement normal nul sur
la base de l’empilement (voir les figures 4.1 et 4.2), la de´termination des autres conditions
aux limites est un proble`me majeur principalement sur l’interface mobile entre la re´sine
(film de re´sine ou drainant) et les pre´formes sature´es. Les figures 5.9 et 5.8 synthe´tisent
les conditions aux limites a` l’e´chelle de la structure respectivement pour les proce´de´s LRI
et RFI. Les conditions de couplage entre les re´gions de fluide et de nappes dans la zone
de pre´formes impre´gne´es sont inte´gre´es directement dans les e´quations de conservation,
elles sont e´galement reporte´es sur les figures 5.9 et 5.8.
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Figure 5.8 – Conditions aux limites a` l’e´chelle structure et interactions dans les nappes
impre´gne´es a` l’e´chelle mate´riau : cas du proce´de´ LRI.
5.5.1 Interaction a` l’e´chelle mate´riau
Les interactions entre les pre´formes impre´gne´es et la re´sine sont directement prises en
compte dans les e´quations de conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement de
ces constituants. La premie`re interaction (¯ sur les figures 5.9 et 5.8) mode´lise l’effet de la
pression hydrostatique de la re´sine obtenue par l’e´quation de Darcy ALE sur les pre´formes
humides via la loi de Terzaghi. Inversement, la deuxie`me interaction (°) concerne l’effet
sur le champ de pression de la modification de porosite´, donc de perme´abilite´ conse´cutive
a` la de´formation des pre´formes . Ces deux interactions sont identiques quel que soit le
proce´de´ conside´re´ (LRI ou RFI ).
5.5.2 Conditions limites a` l’e´chelle structure
Ces conditions peuvent eˆtre divise´es en deux cate´gories. Le premier type concerne
les conditions impose´es directement par le proce´de´. Quel que soit le proce´de´ conside´re´
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Figure 5.9 – Conditions aux limites a` l’e´chelle structure et interactions dans les nappes
impre´gne´es a` l’e´chelle mate´riau : cas du proce´de´ RFI.
(LRI ou RFI ), le sac a` vide cre´e´ une pression me´canique (¬) sur la partie supe´rieure
de l’empilement. Au niveau du front de fluide dans les pre´formes, le champ de pression
et le champ de vitesse tendent vers ze´ro (±). Il est e´galement possible d’appliquer la
pression atmosphe´rique au niveau du front. Dans les deux proce´de´s, l’interface entre la
re´sine et les nappes impre´gne´es doit satisfaire a` la fois la continuite´ de la vitesse normale,
i.e. conservation de la masse, et de la pression hydrostatique (²). Dans le cas du proce´de´
RFI, la continuite´ du champ de de´placement (µ) est une conse´quence de la continuite´ de
la vitesse (²). Pour les deux proce´de´s, la base du stratifie´ est mode´lise´e a` l’aide d’une
condition sur le de´placement normal (´). Une vitesse normale nulle est e´galement impose´e
sur la base pour le proce´de´ RFI (³). Dans le cas du proce´de´ LRI, nous appliquerons la
pression atmosphe´rique sur la partie supe´rieure de l’empilement (³).
Le deuxie`me type de condition est relatif a` la continuite´ du vecteur contraintes (­
et ®). Concernant la premie`re condition (­), i.e. la continuite´ du vecteur contraintes
au niveau du front de fluide, elle est automatique et directement lie´e a` l’annulation du
champ de pression au niveau du front de fluide. La continuite´ du vecteur contraintes entre
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la zone de re´sine et la zone purement fluide ou la re´sine dans le drainant, est mentionne´e
dans la litte´rature notamment dans les travaux de Beaver Joseph et Shaffman (Ja¨ger et
Mikelic (2001), Rivie`re et Yotov (2005), . . . ). Selon ces travaux trois types de conditions
doivent eˆtre impose´es au niveau de l’interface : la continuite´ de la vitesse normale due
a` la conservation de la masse (²), la continuite´ du vecteur contraintes (®) et enfin, une
condition sur les vitesses tangentielles due aux me´canismes de frottements. Cette dernie`re
relation ne´cessite de caracte´riser un cœfficient de glissement par des essais expe´rimentaux.
Ici, nous avons choisi dans une premie`re approche de ne pas imposer de cœfficient de
glissement entre les deux zones. Ne´anmoins, cette condition reste essentielle (en particulier
en me´canique des sols) surtout lorsque des ge´ome´tries complexes avec effets de bords
interviennent. En effet, compte tenu des larges rapports entre perme´abilite´s longitudinales
et transverses, l’infusion longitudinale domine. Bien que diffe´rentes, les conditions aux
limites associe´es aux proce´de´s LRI / RFI sont relativement proches. La transposition des
mode`les d’infusions de´veloppe´s dans le cadre de ces deux me´thodes a` d’autre proce´de´s ne
devrait a priori pas poser de proble`mes particuliers.
5.6 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons pre´sente´ une mode´lisation me´canique ge´ne´rale du com-
portement de la re´sine et des pre´formes dans les diffe´rentes zones identifie´es lors du choix
des mode`les macroscopiques pour l’e´tude des proce´de´s LRI et RFI. Cette analyse base´e
sur l’e´criture des e´quations de conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement
pour chacun des constituants et dans chacune des diffe´rentes zones a e´te´ comple´te´e par
une analyse exhaustive des conditions aux limites a` l’e´chelle structure spe´cifiques aux
proce´de´s LRI et RFI. Ici, l’interaction entre l’e´coulement de la re´sine et la de´formation
des nappes a e´te´ re´alise´ par l’association du mode`le de Terzaghi et d’une formulation
ALE de l’e´coulement du fluide. Le mode`le ge´ne´ral de couplage des interactions entre le
comportement de la re´sine et le comportement des pre´formes dans un zone he´te´roge`ne
peut eˆtre utilise´ dans de nombreuses autres applications qui de´passent largement le cadre
des proce´de´s par infusion analyse´s ici.
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6.1 Introduction
La mode´lisation des aspects thermiques et chimiques repose sur une approche assez
diffe´rente de celle employe´e pour la partie me´canique. Ici, les mode`les propose´s pour les
proce´de´s RFI et LRI (voir les figures 4.1 et 4.2) sont toujours utilise´s. En revanche, dans
la zone interme´diaire, les pre´formes humides sont conside´re´es comme un seul et meˆme
mate´riau. En effet, les vitesses tre`s lentes des proce´de´s que nous avons mentionne´es pre´ce´-
demment (voir paragraphe 5.2.1) permettent de conside´rer un e´tat thermique homoge`ne
dans la zone de me´lange fibres / re´sine. Il est ainsi possible de de´terminer un mate´riau
homoge`ne e´quivalent dont les proprie´te´s thermo-physico-chimiques sont obtenues a` l’aide
de lois des me´langes (Loos et al. (2002), Hassanizadeh (1983a)).
Les phe´nome`nes thermo-physico-chimiques sont de´crits par deux e´quations : l’e´quation
de la chaleur qui provient de l’e´quilibre e´nerge´tique du syste`me et l’e´quation de re´ticulation
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qui exprime le transport de la masse de re´sine re´ticule´e. Dans ce chapitre, une bre`ve
description de ces e´quations est fournie. Le couplage des phe´nome`nes thermo-chimiques
avec le comportement me´canique de la re´sine et des pre´formes est ensuite de´crit. Compte
tenu des tempe´ratures atteintes dans ce type de proce´de´ (T < 300˚ C), les effets radiatifs
seront ne´glige´s devant les effets conductifs et convectifs.
6.2 Les e´quations
6.2.1 E´quation de la chaleur
L’e´quation de conservation de l’e´nergie est obtenue a` partir du premier principe de la
thermo-dynamique et du the´ore`me de l’e´nergie cine´tique (voir annexe A). En inte´grant
la loi de Fourier pour exprimer les effets de conduction (Bergheau et Fortunier (2004)),
l’e´quation de conservation de l’e´nergie ou e´quation de la chaleur devient (voir Annexe
A.6) :
ρ c
DT
Dt
= σ : D+ r + div (λ ·∇T ) (6.1)
ou` T est la tempe´rature, c est la capacite´ spe´cifique, λ est le tenseur de conductivite´
thermique (λ est scalaire dans un cas isotrope) et r est le terme source.
La re´action de re´ticulation fait intervenir un terme source que nous pouvons exprimer
sous la forme ∆H Dα
Dt
ou` ∆H est la chaleur libe´re´e par la re´action de re´ticulation et α
est le degre´ de re´ticulation. Le terme de dissipation me´canique σ : D est ge´ne´ralement
ne´glige´ car tre`s faible devant les termes convectifs et la source de chaleur r. L’e´quation de
la chaleur s’e´crit donc :
ρ c
DT
Dt
= div (λ ·∇T ) + ∆H Dα
Dt
(6.2)
6.2.2 Cine´tique de re´ticulation
L’e´quation de la re´ticulation exprime le transport de la masse de re´sine re´ticule´e. Il
s’agit donc d’une e´quation classique de transport qui s’e´crit d’une manie`re ge´ne´rale :
Dα
Dt
=
∂α
∂t
+ v¯ ·∇α (6.3)
ou` v¯ de´signe la vitesse macroscopique de la re´sine.
Dans la litte´rature de nombreux mode`les sont utilise´s pour exprimer l’e´volution du taux
de re´ticulation dans le temps Dα
Dt
. Ces mode`les sont ge´ne´ralement construits en couplant
des lois Arrhenius avec des lois puissances. Ici nous pre´sentons les deux mode`les les plus
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utilise´s associe´s aux re´sines les plus employe´es dans les proce´de´s de mise en œuvre par
voies se`ches (LCM ).
Mode`le de Kamal Sourour (Farina et Preziosi (2000c)) :
Dα
Dt
=
(
A1 e
− E1
R T + A2 e
− E2
R T αp
)
(1− α)q (6.4)
Mode`le de Lee (Blest et al. (1999)) :
Dα
Dt
=

(
A1 e
−E1
RT + A2 e
−E2
RT α
)
(1− α) (0, 47− α) α ≤ 0, 3(
A3 e
−E3
RT
)
(1− α) α > 0, 3
(6.5)
ou` les Ai sont des constantes pre´-exponentielles et les Ei des e´nergies d’activation.
Ces lois empiriques sont ge´ne´ralement donne´es par le fournisseur de re´sine qui indique
e´galement au concepteur le cycle de tempe´rature optimal permettant d’obtenir le meilleur
taux de re´ticulation et ainsi, les meilleures caracte´ristiques me´caniques et thermiques.
Signalons enfin que ce mode`le d’e´volution du degre´ de re´ticulation n’est pas exhaustif.
Il existe vraisemblablement un lien entre les aspects me´caniques (contraintes internes)
dans les fibres et / ou la re´sine qui vient agir sur l’e´volution du degre´ de re´ticulation. Ce
lien est directement duˆ a` la modification de la structure des chaˆınes polyme`res lors de la
re´ticulation, modification e´troitement lie´e a` la pre´sence de contraintes de traction ou de
compression entre les chaˆınes.
6.3 Couplage me´canique / thermique
6.3.1 Les parame`tres thermo-chimiques e´quivalents
Dans la zone interme´diaire, en e´crivant les e´quations de la chaleur pour chaque consti-
tuant (le re´seau de fibres et la re´sine), il est possible de de´terminer des parame`tres thermo-
mecaniques e´quivalents (indice´s m). Le lecteur pourra trouver plus de de´tails the´oriques
a` propos des techniques d’homoge´ne´isation dans la litte´rature (Hassanizadeh (1983b)).
λm = φ λr + (1− φ) λf (6.6)
ρm = φ ρr + (1− φ) ρf (6.7)
cm ρm = φ cr ρr + (1− φ) cn ρf (6.8)
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D’autre part, la conductivite´ thermique λm n’est pas une grandeur scalaire mais ten-
sorielle. Nous invitons le lecteur a` consulter les travaux de Loos et MacRae (1996) pour
la de´termination des valeurs du tenseur de conductivite´ thermique.
6.3.2 Couplage explicite
Hormis les phe´nome`nes de transport inte´gre´s dans les e´quations de la chaleur et du de-
gre´ de re´ticulation, la viscosite´ controˆle le couplage entre les phe´nome`nes thermo-chimiques
et les e´coulements de fluides. Une relation empirique entre la tempe´rature, le degre´ de re´ti-
culation et la viscosite´ fournit une e´quation explicite pour la de´termination de la viscosite´
a` partir des deux autres parame`tres. L’e´quation suivante est un exemple utilise´ dans la
litte´rature (Park et Kang (2003)) :
η = η0 exp
(
∆Eη
R T
+ κ α
)
(6.9)
ou` η0, ∆Eη et κ sont des constantes du mode`le.
D’autres types de mode`les sont pre´sente´s dans les travaux de Bikas et al. (2002).
Notons enfin que des effets thermo-me´caniques peuvent e´galement eˆtre pris en compte au
niveau de la loi de comportement me´canique pour les pre´formes comme nous l’avons de´ja`
indique´ dans le paragraphe 5.3.2.
6.4 Les conditions aux limites
Les conditions aux limites sont de deux types. Les conditions impose´es par le proce´de´
lui-meˆme (la table chauffante ou l’autoclave), i.e. principalement la tempe´rature, et les
conditions aux limites impose´es au niveau des interfaces mobiles pour garantir la continuite´
du champ de tempe´rature. Le degre´ de re´ticulation associe´ a` la re´sine en de´but de proce´de´
doit eˆtre impose´ comme condition initiale. Typiquement un degre´ de re´ticulation nul
correspondant a` une re´sine ide´ale non re´ticule´e (fluide) est impose´.
6.5 Conclusion
Les e´quations de la chaleur et du degre´ de re´ticulation pre´sente´es de´crivent les me´ca-
nismes thermo-chimiques agissant lors de l’infusion. Ces e´quations sont e´crites dans la zone
impre´gne´e pour les deux composants via une approche d’homoge´ne´isation contrairement
a` ce qui a e´te´ fait pour la description de l’e´coulement de la re´sine et de la de´formation
des pre´formes. Certaines re´fe´rences bibliographiques (Han et al. (2003)) indiquent que les
vitesses d’e´coulement tre`s faibles rencontre´es dans les proce´de´s par infusion permettent
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de ne´gliger les effets convectifs dans les e´quations de conservation (termes non-line´aires
se traduisant par l’utilisation de techniques de re´solutions particulaires type SUPG pour
traiter le proble`me de convection-diffusion). Au cours de ce travail de the`se, dans une
premie`re approche de la mode´lisation comple`te de l’infusion par diffe´rences finies en 1D
nous avons pu ve´rifier et comparer les re´sultats fournis par le couplage d’une e´quation
de la chaleur avec un mode`le de Lee (sans effets convectifs). La figure 6.1 pre´sente les
re´sultats nume´riques que nous avons obtenus et que nous avons compare´s avec succe`s a`
d’autres re´sultats de la litte´rature (Celle et al. (2005)). Ces re´sultats sont comparables
aux re´sultats obtenus par Cheung et al. (2004).
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(a)
(b)
Figure 6.1 – E´volution de la tempe´rature (a) et du degre´ de re´ticulation (b) pour un
mate´riau composite a` fibres de verres E et matrice thermodurcissable 914 - Mode`le de
Lee.
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Dans les deux chapitres pre´ce´dents, nous avons de´crit les phe´nome`nes me´caniques
(solide et fluide) et thermo-chimiques interagissant lors des proce´de´s LRI et RFI. La
figure 7.1 synthe´tise les interactions entre les divers phe´nome`nes rencontre´s dans la zone
he´te´roge`ne, i.e. les pre´formes humides, pour une meilleure compre´hension des me´canismes.
Ceux-ci sont divise´s en trois grands types de phe´nome`nes : la me´canique des solides lie´e
a` la compression des pre´formes, la me´canique des fluides lie´e a` l’e´coulement de la re´sine,
et enfin les phe´nome`nes thermo-physico-chimiques lie´s a` la re´ticulation et aux transferts
de chaleur.
Sur ce sche´ma, les boˆıtes pleines repre´sentent les variables inde´pendantes du proble`me.
Ces variables sont scalaires ou vectorielles. Chaque variable est connecte´e avec une e´qua-
tion de conservation ou une loi physique. La viscosite´ η n’est pas une variable inde´pendante
dans le sens ou` elle de´pend explicitement de la tempe´rature et du degre´ de re´ticulation
(Eq. 6.9). De meˆme, il existe une de´pendance directe de la perme´abilite´ sur la porosite´ via
l’e´quation de conservation de la masse des pre´formes (Cf. Eq. 5.23). Nous avons ne´anmoins
choisi de repre´senter ces deux variables sur la figure 7.1 pour une meilleure compre´hension
des interactions. Finalement, quel que soit le proce´de´ (LRI ou RFI ), la zone de pre´formes
humides comporte 7 variables inde´pendantes (3 de´placements, la pression de la re´sine, la
saturation et le degre´ de re´ticulation). Si les vitesses sont prises en compte par une for-
mulation mixte vitesse / pression pour la re´solution des e´quations de Darcy (Eq. 5.16) ou
de Brinkman (Eq. 5.18), 3 variables supple´mentaires doivent eˆtre ajoute´es dans le mode`le
(voir le traitement de l’e´coulement incompressible dans le chapitre 9 de la partie III).
Le mode`le pre´sente´ pour la zone interme´diaire, i.e. le me´lange fibres et re´sine, peut
facilement eˆtre applique´ aux deux autres zones. Le comportement dans la zone se`che
sera de´rive´ du comportement dans la zone humide en conside´rant une pression et des
vitesses nulles pour la re´sine. Les parame`tres thermo-physico-chimiques (conductivite´,
capacite´ spe´cifique, . . .) seront adapte´s a` cette zone en supprimant l’influence de la re´sine.
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Figure 7.1 – Couplage entre les phe´nome`nes thermo-physico-chimiques, la me´canique des
fluides et la me´canique des solides pour la zone de nappes impre´gne´es.
Dans le cas du proce´de´ LRI, le drainant sera mode´lise´ avec le meˆme type d’e´quations.
Les perme´abilite´s seront plus fortes et l’action de la partie fluide sur le comportement
des pre´formes sera ne´glige´e compte tenu de la forte rigidite´ du drainant. Concernant
la zone purement fluide dans le proce´de´ RFI, elle sera simplement mode´lise´e a` l’aide des
e´quations de Stokes. Les variables associe´es a` la me´canique des solides de´crirons l’e´volution
du domaine dans lequel s’e´coule la re´sine. L’action du fluide sur la partie me´canique sera
supprime´e.
Le couplage fort entre ces variables (re´solutions simultane´es a` 7 voire 10 inconnues),
pose de nombreuses difficulte´s nume´riques, principalement dues a` des proble`mes d’e´chelles,
notamment au niveau des perme´abilite´s et donc des vitesses de fluide. Il est bien possible
d’adimensionner par pre´-traitement ces termes afin d’obtenir un syste`me nume´rique mieux
conditionne´ mais ceci implique des couˆts nume´riques significatifs (Srinivasagupta et al.
(2003)). Par ailleurs, le choix du parame`tre d’adimensionnement peut s’ave´rer de´licat.
Concernant le proble`me thermo-physico-chimique, un couplage fort entre la tempe´rature
et le degre´ de re´ticulation incluant les effets de transport, dus a` l’e´coulement de la re´sine
ne´cessite une formulation nume´rique adapte´e pour la prise en compte des instabilite´s
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spatiales, par exemple une formulation SUPG (Brooks et Hughes (1982)).
Compte tenu des remarques pre´ce´dentes, et des besoins de de´veloppement en terme
d’outils nume´riques dans PRO-FLOTTM pour la simulation des proce´de´s LRI et RFI,
nous avons choisi une de´marche progressive. Dans la partie suivante, nous pre´sentons les
diffe´rents outils nume´riques que nous avons inte´gre´s dans les libraires PRO-FLOTTM dans
le cadre de la simulation de l’infusion. En utilisant des me´thodes analytiques ou nume´-
riques, une validation de chaque outil est re´alise´e et pre´sente´e lors de cette description.
Une validation plus globale sera pre´sente´e dans la dernie`re partie de ce manuscrit.
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Troisie`me partie
Outils nume´riques pour le proble`me
d’infusion
85

Chapitre 8
Grandes de´formations des nappes :
Formulation Lagrangienne
Sommaire
8.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
8.2 Formulation Lagrangienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
8.2.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
8.2.2 E´quation d’e´quilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
8.2.3 Discre´tisation par e´le´ments finis . . . . . . . . . . . . . . . 93
8.2.4 Re´sidu e´le´mentaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
8.2.5 Me´thode de re´solution non-line´aire . . . . . . . . . . . . . . 97
8.2.6 Synthe`se . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
8.3 Imple´mentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
8.3.1 Courbe expe´rimentale et lois de comportement . . . . . . . 101
8.3.2 Pratique de la Formulation Lagrangienne . . . . . . . . . . 106
8.3.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
8.4 Validation et e´tude de cas tests . . . . . . . . . . . . . . . . 109
8.4.1 Choix des mode`les . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
8.4.2 Validation avec une loi e´lastique line´aire isotrope . . . . . . 111
8.4.3 Validation avec une loi hypoe´lastique isotrope . . . . . . . 113
8.4.4 Validation du comportement anisotrope et de la formulation
corotationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
8.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
87
Chapitre 8. Grandes de´formations des nappes : Formulation Lagrangienne
8.1 Introduction
La prise en compte du comportement solide des pre´formes ne´cessite une formulation
particulie`re non pre´sente dans les librairies PRO-FLOTTM par nature adapte´es aux trai-
tements des e´coulements de fluide. Les essais re´alise´s au cours des travaux pre´ce´dents
(Elbouazzaoui (2004)), et re´cemment dans le cadre de la validation expe´rimentale des
mode`les nume´riques propose´s dans ce travail (voir §15.2, page 184), montrent un com-
portement e´lastique non-line´aire en grandes de´formations des nappes dans la direction
transverse. Bien que certains phe´nome`nes irre´versibles aient e´te´ mis en e´vidence lors de
ces travaux (voir les de´formations re´siduelles de la pre´forme observe´es lors des essais de
compression dans le §15.2.1, page 184), le comportement des pre´formes reste globalement
re´versible dans l’intervalle de porosite´s, ou de taux de fibres, concerne´ par les proce´de´s
par infusion.
Dans le cadre de cette e´tude, le comportement des pre´formes est suppose´ isotrope
transverse. Ici, nous nous inte´ressons principalement au comportement dans la direction
transverse c’est a` dire l’e´paisseur. Les rapports e´paisseur sur volume des structures e´tudie´es
e´tant tre`s faibles (pie`ces de type plaque), le comportement dans la direction transverse est
suppose´ inde´pendant du comportement dans les directions longitudinales. Nous revien-
drons dans ce chapitre sur les hypothe`ses re´alise´es pour de´crire le comportement dans les
directions planes et pour caracte´riser le comportement transverse.
L’hypere´lasticite´ est une bonne repre´sentation des comportements e´lastiques non-
line´aire en grandes de´formations. Un milieu est dit hypere´lastique s’il existe une confi-
guration de re´fe´rence telle que, a` chaque instant, l’e´nergie massique est une fonction de
la tempe´rature T et du tenseur des de´formations de Green-Lagrange E et la dissipation
intrinse`que volumique est nulle (Coirier (2001)). Il convient dans ce cas de de´terminer a`
partir de la courbe expe´rimentale force / de´placement (voir figure 8.5, page 102 : loi de
comportement obtenue dans le cas des nappes NC2) une expression ge´ne´rale de l’e´nergie
massique, donc du potentiel thermo-dynamique. Cependant, la grande diversite´ des ren-
forts structuraux (nombreux arrangements de fibres possibles), et la forte de´pendance de
la loi de comportement aux familles de mate´riaux employe´s, ne permet pas d’envisager
l’utilisation d’un seul et meˆme mode`le hypere´lastique simple et suffisamment ge´ne´ral pour
de´crire le comportement de tous les types de pre´formes. Par ailleurs, bien que certains
mode`les complexes semblent adapte´s a` l’identification d’une large gamme de comporte-
ments, ceux-ci ne sont pas envisageables dans le contexte industriel de notre e´tude, car
bien souvent la signification physique des nombreux parame`tres a` identifier n’est pas di-
rect.
Dans le cadre d’une e´tude ge´ne´rale, l’hypoe´lasticite´ non-line´aire est employe´e. Ce type
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de comportement de´signe l’ensemble des lois de comportement e´lastiques non-line´aires,
incluant donc le cas particulier de l’hypere´lasticite´. Dans ce chapitre une nouvelle formu-
lation pour la prise en compte d’un comportement hypoe´lastique en grande de´formation
est e´tudie´e. Comme nous l’avions indique´ dans le paragraphe 5.3, page 67, cette formu-
lation repose sur une approche Lagrangienne dans le sens ou` le maillage est associe´ aux
particules mate´rielles. Apre`s une pre´sentation de la Formulation Lagrangienne et une des-
cription de son inte´gration dans un code nume´rique, la nouvelle formulation est valide´e a`
partir de re´sultats nume´riques et analytiques.
8.2 Formulation Lagrangienne
8.2.1 Notations
Dans la suite de ce chapitre, les notations suivantes sont utilise´es. D’une manie`re
ge´ne´rale une grandeur scalaire, vectorielle, ou tensorielle X est note´e abX
c
d (voir figure
8.1). a de´signe la configuration ou l’instant auquel est effectue´ le calcul, b la configuration
de re´fe´rence (celle utilise´e pour effectuer le calcul de la grandeur), c l’ite´ration de calcul
(lie´e a` l’utilisation de me´thodes ite´ratives pour le calcul de la grandeur conside´re´e, par
exemple la me´thode de Newton Raphson) et d les coordonne´es spatiales c’est a` dire les
coordonne´es du lieu ou` est effectue´ le calcul.
Configuration ou
instant de calcul
Configuration de
référence
Itération
Coordonnées
spatiales
Figure 8.1 – Notations utilise´es dans le cadre de la formulation Lagrangienne.
Pour e´viter de surcharger les notations, l’incre´ment de de´placement entre t et t+∆t,
inde´pendant de la configuration de re´fe´rence (voir figure 8.2), est note´ tu =0u = u, i.e.
sans exposant ni indice a` gauche. Le de´placement total entre 0 et t+∆t s’e´crit alors :
t+∆t
0u =
t
0u+ u
Par ailleurs, les tenseurs suivants sont conside´re´s :
– σ : tenseur des contraintes vraies de Cauchy (syme´trique),
– S : tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff 2 (syme´trique),
– P : tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff 1 (non-syme´trique),
– ε : tenseur des de´formations line´aires,
– η : tenseur des de´formations non-line´aires,
– E : tenseur des de´formations de Green-Lagrange,
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– e : tenseur des de´formations d’Euler Almansi,
– ² : tenseur des de´formations logarithmiques,
– F : tenseur gradient de la transformation.
8.2.2 E´quation d’e´quilibre
Afin de re´soudre un proble`me non-line´aire en grandes de´formations a` l’aide d’une for-
mulation mate´rielle, le proble`me est de´compose´ en incre´ments de chargement (pilotage
en force, en de´formation ou en longueur d’arc par exemple). Pour chaque incre´ment de
chargement, par exemple entre t et t+∆t, l’objectif est de trouver l’incre´ment de de´pla-
cement solution correspondant (note´ u d’apre`s les conventions pre´ce´dentes). Le lecteur
pourra constater que la notion d’incre´ment est utilise´e ici pour de´signer la diffe´rence de
de´placement entre t et t+∆t. Une variation sera de´signe´e par le pre´fixe (( δ )) et une diffe´-
rentielle par (( d )). Pour de´terminer l’incre´ment de de´placement u, le syste`me est line´arise´
et nous utilisons une me´thode ite´rative, par exemple la me´thode de Newton Raphson,
afin de re´soudre pour cet incre´ment de chargement le proble`me non-line´aire. Le but de la
re´solution du proble`me me´canique est donc de trouver le champ de de´placement ve´rifiant
l’e´quilibre de la configuration a` l’instant t + ∆t note´ t+∆t0u, la configuration a` t e´tant
connue (voir figure 8.2).
Configuration
à l’instant 0
(connue)
Configuration
à l’instant t
(connue)
Configuration
à l’instant t+∆t
Figure 8.2 – Repre´sentation des diffe´rentes configurations de calcul : configuration initiale
a` l’instant 0, configuration actuelle a` l’instant t, configuration recherche´e a` l’instant t+∆t.
Trois me´thodes sont traditionnellement employe´es pour re´soudre des proble`mes non-
line´aires en grandes de´formations par des approches mate´rielles (voir figure 5.1-a). Elles
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sont synthe´tise´es sur le tableau 8.1. Dans le cas de formulation Lagrangienne Totale, le
calcul de la solution est en permanence effectue´ sur la ge´ome´trie initiale (ge´ome´trie a`
l’instant t = 0). Dans ce cas, le tenseur de Piola Kirchhoff 2 (note´ S) doit eˆtre calcule´. Les
effets des de´placements initiaux sur les de´formations sont pris en compte (de´placement
entre 0 et t note´ t0u) et les contraintes de Piola Kirchhoff 2 doivent eˆtre transforme´es
en contraintes vraies de Cauchy pour l’affichage. Lorsqu’une formulation Lagrangienne
semi-Re´actualise´e est employe´e, les contraintes utilise´es (celles de Cauchy) ne ne´cessitent
plus d’eˆtre transforme´es. La re´actualisation de la ge´ome´trie et de la matrice tangente du
syste`me a lieu a` chaque incre´ment de chargement, ce qui ne´cessite la prise en compte des
de´placements connus entre t et l’ite´ration pre´ce´dente (i − 1) a` t + ∆t (voir paragraphe
8.2.3.2). La Formulation Lagrangienne Re´actualise´e e´vite la prise en compte de ces de´pla-
cements par une re´actualisation de la ge´ome´trie et e´ventuellement de la matrice tangente
a` chaque ite´ration et a` chaque incre´ment de temps. C’est actuellement la formulation la
plus employe´e dans les codes commerciaux (SystusTM, AbaqusTM, . . . ).
Formulation
Lagrangienne
Transformation
a` chaque ite´ra-
tion
Transformation
a` chaque incre´ment de
chargement
Transformation
des
contraintes
et de´forma-
tions pour
les sorties
Prise en compte
des effets des
de´placements
initiaux sur les
de´formationsMise a` jour ge´o-
me´trie
Mise a` jour
ge´ome´trie
Mise a` jour
matrice tan-
gente
Totale Non Non Oui Oui Oui
Semi-
Re´actualise´e
Non Oui Oui Non Oui
Re´actualise´e Oui Oui Oui Non Non
Tableau 8.1 – Synthe`se des caracte´ristiques des principales formulations mate´rielles : For-
mulation Lagrangienne Totale, Formulation Lagrangienne semi-Re´actualise´e et Formula-
tion Lagrangienne Re´actualise´e.
Il faut noter que de nombreuses variantes existent dans la litte´rature. Ge´ne´ralement,
elles reposent sur une modification de l’ope´rateur de comportement tangent. En effet le
choix de cet ope´rateur est libre dans la mesure ou` il n’intervient pas sur la nature des
re´sultats mais uniquement sur le nombre d’ite´rations ne´cessaires pour les obtenir. Ainsi, le
calcul d’un ope´rateur simplifie´ bien choisi conduira a` un gain de temps (lie´ a` l’assemblage),
si le nombre total d’ite´rations reste constant. La me´thode de re´solution BFGS (Broyden
(1970), Fletcher (1970), Goldfarb (1970), Shanno (1970)) en est un bon exemple (voir
figure 8.3-c). La matrice tangente peut e´galement eˆtre mise a` jour de manie`re ponctuelle.
Dans ce cas, la me´thode dite de Quasi-Newton est employe´e (voir figure 8.3-b). Nous
reviendrons en de´tail sur le calcul de l’ope´rateur tangent dans le paragraphe 8.2.5.
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U0 U1 U2 U3
R1
R0
R2
R3
R1
U1U2U3 U4 U1
R1
U0
R0
R2
R3
U0
R0
R2
R3
U2 U3 U4
(a) (b) (c)
R4
Figure 8.3 – Principale me´thode de re´solution : (a) Newton - (b) Newton modifie´e - (c)
quasi-Newton ou BFGS
Le principe des travaux virtuels a` l’instant t+∆t sur la configuration a` t+∆t s’e´crit
(voir Annexe B) :
∀δu,
∫
t+∆tΩ
t+∆t
σ : δ
t+∆t
ε
t+∆t
dv =
t+∆t< (8.1)
ou`
t+∆t< =
∫
t+∆tΩ
t+∆t
fv · δu t+∆tdv+
∫
∂t+∆tΩ
t+∆t
f s · δu t+∆tds repre´sente les actions me´ca-
niques de contact et les actions exte´rieures agissant sur le volume t+∆tΩ a` l’instant t+∆t
dans lequel
t+∆t
f s de´signe les forces de contact a` t+∆t et
t+∆t
fv les actions de volume a`
t+∆t et δt+∆tε repre´sente la variation du tenseur line´arise´ des de´formations a` t+∆t.
Le principe des travaux virtuels peut e´galement s’e´crire en conside´rant la configuration
a` l’instant initial (t = 0) comme configuration de re´fe´rence. Dans ce cas le tenseur des
contraintes de Piola Kirchhoff 2 et le tenseur des de´formations de Green Lagrange sont
utilise´s :
∫
0Ω
t+∆t
0
S : δ
t+∆t
0
E 0dv =
t+∆t< (8.2)
Ou encore en conside´rant la configuration a` l’instant t comme configuration de re´fe´-
rence : ∫
tΩ
t+∆t
t
S : δ
t+∆t
t
E
t
dv =
t+∆t< (8.3)
En effet,
– La conservation de la masse (approche mate´rielle) implique 0ρ 0dv =t ρ tdv.
– Le second tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff s’e´crit t0S =
0ρ
tρ
0
tF ·t σ ·0t FT .
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– Par de´finition : δ0ε =
t
0F
T · δtε ·t0F.
– Enfin, les variations virtuelles de l’incre´ment de de´formations line´arise´es et de l’in-
cre´ment de de´formations de Green Lagrange sont e´gales : δ0ε = δ
t
0E.
Les solutions admissibles u(x) de Eu doivent eˆtre telles que pour toute fonction test,
et donc toute variation du champ re´el δu de Eδu, les e´quations suivantes soient satisfaites
sur Ω (en incorporant les conditions aux limites dans l’ensemble des fonctions admissibles
- Cf. figure 8.2) :
∀x ∈ Ω,∀δu ∈ Eδu,∫
tΩ
t+∆t
t
S : δ
t+∆t
t
E
t
dv −
∫
t+∆tΩ
t+∆t
fv · δu t+∆tdv −
∫
∂t+∆tΩσ
t+∆t
f s · δu t+∆tds = 0
σ · n = t+∆tf s, ∀x ∈ ∂Ωσ
u = ud, ∀x ∈ ∂Ωu
Eu =
{
u ∈ H1 (Ω)/u = ud ∀x ∈ ∂Ωu}
Eδu = {δu ∈ H1 (Ω)/δu = 0 ∀x ∈ ∂Ωu}
(8.4)
8.2.3 Discre´tisation par e´le´ments finis
Dans cette partie, le syste`me est dans un premier temps e´crit d’une manie`re ge´ne´rale
sans pre´ciser les configurations de calculs et de re´fe´rences puis applique´ dans le cas des
formulations Lagrangiennes Totales, semi-Re´actualise´es et Re´actualise´es. Nous renvoyons
le lecteur en Annexe C pour une description plus pre´cise des grandeurs matricielles intro-
duites.
Les de´formations de Green-Lagrange {E} (notation vectorielle de´finie ci-dessous) se
de´composent en une partie line´aire {ε} et une partie non-line´aire {µ}.
{E} = {ε}+ {µ} =

Exx
Eyy
Ezz
2Exy
2Exz
2Eyz

Pour la partie line´aire, la relation εij =
1
2
(ui,j + uj,i) nous permet d’e´crire {ε} =
[L] · {u} ou` [L] est l’ope´rateur de de´rivation de´fini en Annexe C - Eq. C.2.
L’interpolation nodale utilise´e dans l’approche e´le´ments finis permet de relier le de´pla-
cement {u} d’un point au de´placement des nœuds de l’e´le´ment {ue} dans lequel se situe
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ce point. Ainsi {u} = [Ne] · {ue} avec [Ne] la matrice des fonctions de formes associe´es a`
l’e´le´ment e. Finalement, la partie line´aire des de´formations de Green Lagrange s’e´crit :
{ε} = [L] · {u} = [L] · [Ne]︸ ︷︷ ︸
[BeL]
· {ue} = [BeL] · {ue} (8.5)
Concernant la partie non-line´aire, de la meˆme manie`re la relation µ = 1
2
uk,i uk,j nous
permet d’e´crire {µ} = [A] · {θ} ou` [A] et {θ} sont les ope´rateurs de dimension 6 × 9
et 9 × 1 de´finis en Annexe C - Eq. C.3. Par ailleurs, l’ope´rateur [H] permet d’e´crire les
de´formations non-line´aires en fonction du vecteur de´placements {u}, soit {µ} = [A] · [H] ·
{u}. Finalement, en inte´grant la matrice des fonctions de forme comme dans le cas des
de´formations line´aires, les de´formations line´arise´es s’e´crivent :
{µ} = 1
2
[A] · {θ} = 1
2
[A] · [H] · {u} = 1
2
[A] · [H] · [Ne]︸ ︷︷ ︸
[BeNL({ue})]
· {ue} = 1
2
[A] · [Ge] · {ue} (8.6)
Les relations 8.5 et 8.6 pour les de´formations line´aires et non-line´aires ont e´te´ e´crites
dans le cas ge´ne´ral d’un de´placement {u}. Elles peuvent de´sormais eˆtre e´crites dans le
cas plus particulier des formulations Lagrangiennes Totale, semi-Re´actualise´es et Re´ac-
tualise´es, pour obtenir les expressions des de´formations de Green Lagrange ainsi que des
incre´ments de de´formations correspondants.
8.2.3.1 Formulation Lagrangienne Totale
L’incre´ment de de´formation de Green Lagrange s’e´crit {
0
E} = {t+∆t
0
E} − { t
0
E} soit
apre`s calculs :
0
Eij =
1
2
(
0ui,j +0uj,i +
t
0uk,i 0uk,j +
t
0uk,j 0uk,i
)︸ ︷︷ ︸
Line´aire en 0ui
+
1
2
(0uk,j 0uk,j)︸ ︷︷ ︸
non-line´aire en 0ui
Les de´formations line´aires font intervenir les de´placements initiaux entre 0 et t note´s
t
0ui. L’e´criture de l’incre´ment de de´formation est donc modifie´e, soit sous forme discre`te :
{
0
E} = [0BeL] · {ue}+
[
0B
e
NL
({
t
0u
e
})] · {ue}+ 1
2
[0B
e
NL ({ue})] · {ue}
La variation de l’incre´ment de de´formation {δ
0
E} (configuration a` t connue) s’e´crit :
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{δ
0
E} = [0BeL] · {δue}+ [0BeNL ({t0u})] · {δue}+
1
2
[0A (u
e)] {δ0θ (ue)}+ 1
2
[δ0A (u
e)] {0θ (ue)}︸ ︷︷ ︸
[0BeNL({ue})]·{δue} car [0A(δue)] et {0θ(δue)} syme´triques
Finalement :
{
0
E} = [0BeL] · {ue}+ [0BeNL ({t0ue})] · {ue}+ 12 [0BeNL ({ue})] · {ue} = [0Be] · {ue}
{δ
0
E} = [0BeL] · {δue}+ [0BeNL ({t0ue})] · {δue}+ [0BeNL ({ue})] · {δue} = [δ0Be] · {δue}
(8.7)
Note : [δ0B
e] est une notation qui permet de de´finir la relation entre la variation des
de´placements et la variation des de´formations. Il ne s’agit pas de la variation de [0B
e]
de´finie ci-dessus.
8.2.3.2 Formulation Lagrangienne Semi-re´actualise´e
La ge´ome´trie est re´actualise´e a` chaque incre´ment de chargement mais pas a` chaque
ite´ration du sche´ma de re´solution. Comme dans le cas de la formulation Lagrangienne
Totale, il est donc ne´cessaire de prendre en compte les effets des de´placements initiaux
sur le tenseur des de´formations de Green Lagrange, soit pour l’ite´ration i (les de´placements
t+∆t
t u
(i−1) a` l’ite´ration (i− 1) e´tant connus) :
t
E
(i)
ij =
1
2
(tu
(i)
i,j +t u
(i)
j,i +
t+∆t
t
u
(i−1)
k,i tu
(i)
k,j +
t+∆t
t
u
(i−1)
k,j tu
(i)
k,i) +
1
2
(tu
(i)
k,j tu
(i)
k,j)
qui conduit a` (voir Annexe C) :
{
t
E(i)} = [tBeL] ·
{
ue(i)
}
+ [tB
e
NL({t+∆ttue
(i−1)})] · {ue(i)}+ 1
2
[
tB
e
NL
({
ue(i)
})] · {ue(i)} = [tBe] · {ue(i)}
{δ
t
E(i)} = [tBeL] ·
{
δue(i)
}
+ [tB
e
NL({t+∆ttue
(i−1)})] · {δue(i)}+ [tBeNL ({ue(i)})] · {δue(i)} = [δtBe] · {δue(i)} (8.8)
8.2.3.3 Formulation Lagrangienne Re´actualise´e
L’incre´ment de de´formation de Green Lagrange s’e´crit entre la dernie`re configuration
connue t+∆t(i−1) et la configuration a` t+∆t :
{
t+∆t(i−1)E} = {
t+∆t
t+∆t(i−1)E} car {t+∆t
(i−1)
t+∆t(i−1)E} = 0
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L’incre´ment de de´formation de Green Lagrange entre t+∆t(i−1) et t+∆t s’e´crit :
{
t+∆t(i−1)E} = [t+∆t(i−1)BeL] · {ue}+
1
2
[t+∆t(i−1)B
e
NL ({ue})] · {ue} = [t+∆t(i−1)Be] · {ue}
Finalement :
{
t+∆t(i−1)E} = [t+∆t(i−1)BeL] · {ue}+ 12 [t+∆t(i−1)BeNL ({ue})] · {ue} = [t+∆t(i−1)Be] · {ue}
{δ
t+∆t(i−1)E} = [t+∆t(i−1)BeL] · {δue}+ [t+∆t(i−1)BeNL ({ue})] · {δue} = [δt+∆t(i−1)Be] · {δue}
(8.9)
8.2.4 Re´sidu e´le´mentaire
Pour des raisons de clarte´, le proble`me Lagrangien est formule´ en utilisant une formula-
tion Lagrangienne semi-Re´actualise´e. Cette formulation est ensuite applique´e dans le cadre
des formulations Lagrangienne Totale puis Lagrangienne Re´actualise´e. L’e´quation d’e´qui-
libre sous forme matricielle dans le cas d’une formulation Lagrangienne semi-Reactualise´e
(configuration a` t connue) s’e´crit, en ne faisant pas apparaˆıtre les ite´rations sur chaque
incre´ment de chargement :
∀δu ∈ Eδu,
∫
tΩ
{δ t+∆t
t
E}T · {t+∆t
t
S} tdv −
∫
t+∆tΩ
{δu}T · {t+∆tfv} t+∆tdv −
∫
∂t+∆tΩσ
{δu}T · {t+∆tf s} t+∆tds = 0
Les de´formations de Green Lagrange s’e´crivent aussi
t+∆t
t
E =
t
t
E +
t
E =
t
E soit :
∀δu ∈ Eδu,
∫
tΩ
{δ
t
E}T · {t+∆t
t
S} tdv −
∫
t+∆tΩ
{δu}T · {t+∆tfv} t+∆tdv −
∫
∂t+∆tΩσ
{δu}T · {t+∆tf s} t+∆tds = 0
En exprimant l’ensemble des inte´grales sur la configuration a` t :
∀δu ∈ Eδu,
∫
tΩ
{δ
t
E}T · {t+∆t
t
S} tdv −
∫
tΩ
{δu}T · {t+∆t
t
fv} tdv −
∫
∂tΩσ
{δu}T · {t+∆t
t
f s} tds = 0
Le syste`me discret s’e´crit comme une somme sur tous les e´le´ments (e = 1 · · ·m) :
∀ {δue} ∈ Eδu,
m∑
e=1
[ ∫
tΩe
{δue}T · [δtBe]T · {t+∆ttS} tdv −
∫
tΩe
{δue}T · [tNe]T · {t+∆ttfv}︸ ︷︷ ︸
{t+∆t
t
FV }
tdv −
∫
t∂Ωeσ
{δue}T [tNe]T · {t+∆ttf s}︸ ︷︷ ︸
{t+∆t
t
FS}
tds
]
= 0
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Finalement le re´sidu e´le´mentaire s’e´crit :
{ψe} =
∫
tΩe
[δtB
e]T · {t+∆t
t
S} tdv − {t+∆tR} (8.10)
ou`
{
t+∆tR
}
=
∫
tΩe
{t+∆t
t
FV } tdv +
∫
tΩe
{t+∆t
t
FS} tdv.
Nous notons que les contraintes de Piola Kirchhoff 2 ({t+∆t
t
S}) a` t + ∆t exprime´es
dans la configuration a` t sont non-line´aires en {t+∆t
t
E}.
8.2.5 Me´thode de re´solution non-line´aire
L’algorithme de Newton Raphson consiste a` rechercher la solution d’un proble`me non-
line´aire en line´arisant pour chaque ite´ration successive le proble`me e´le´ments finis a` l’aide
d’un de´veloppement en se´rie de Taylor a` l’ordre 1. Concre`tement, pour un incre´ment de
chargement entre t et t + ∆t, le proble`me non-line´aire est ainsi compose´ d’un ensemble
de sous proble`mes line´aires (ite´ration i) et une me´thode ite´rative (ici Newton Raphson)
permet d’obtenir la solution du proble`me e´le´ments finis. Cette me´thode est aussi appele´e
me´thode de pre´diction-correction. Elle consiste pour l’incre´ment de chargement courant
a` effectuer une pre´diction (par exemple e´lastique) puis a` corriger la pre´diction jusqu’a`
l’annulation du re´sidu {ψ}.
8.2.5.1 Algorithme de Newton Raphson
Le but est d’annuler le vecteur re´sidu {ψ} a` l’incre´ment de calcul t + ∆t (Bergheau
et al. (1998)). Ce vecteur est constitue´ de l’assemblage par la me´thode des e´le´ments finis
des re´sidus e´le´mentaires correspondant a` l’e´quation 8.10 :
{
ψ
(
t+∆tu
)}
=
m∑
e=1
{
ψe
({
t+∆tue
})}
= 0
Le de´veloppement de Taylor entre deux ite´rations (i− 1) et (i) a` l’ordre 1 s’e´crit :
{
ψ
({
t+∆tu
}(i))}
=
{
ψ
({
t+∆tu
}(i−1))}
+ d{ψ}
d{t+∆tu}
∣∣∣
{t+∆tu}(i−1)
({
t+∆tu
}(i) − {t+∆tu}(i−1))
Pour annuler le re´sidu a` l’instant t+∆t, le syste`me suivant est re´solu :
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{
ψ
({
t+∆tu
}(i−1))}
+
[
d {ψ}
d {t+∆tu}
∣∣∣∣
{t+∆tu}(i−1)
]({
t+∆tu
}(i) − {t+∆tu}(i−1)) = 0
La matrice tangente
[
d{ψ}
d{t+∆tu}
∣∣∣
{t+∆tu}(i−1)
]
est constitue´e de l’assemblage des matrices
tangentes e´le´mentaires (voir paragraphe 8.2.5.2) obtenues sur chaque e´le´ment du maillage
pour la dernie`re configuration connue (i−1). La re´solution du proble`me line´arise´ ne´cessite
a priori son calcul a` chaque ite´ration. Ne´anmoins, comme mentionne´ dans le paragraphe
8.2.2, le calcul de cet ope´rateur peut eˆtre optimise´ en fonction du proble`me non-line´aire
traite´. Ainsi, il peut eˆtre astucieux de re´actualiser cet ope´rateur de manie`re ponctuelle
(Newton modifie´) ou d’utiliser une se´cante (BFGS) souvent plus simple a` imple´menter.
Dans cette e´tude, nous nous limitons a` une me´thode classique de Newton-Raphson base´e
sur une re´actualisation syste´matique de l’ope´rateur de comportement tangent, a` chaque
ite´ration et donc e´galement a` chaque incre´ment de chargement.
La figure 8.4, synthe´tise le principe de l’algorithme de Newton Raphson. Ici, par
exemple, pour le troisie`me incre´ment de temps (en rouge sur le sche´ma), le niveau de
chargement est donne´ par la grandeur scalaire (3)F . Le de´placement (2)U =(3) U (0) ob-
tenu lors du denier incre´ment de chargement ((2)F ) permet de de´terminer la pente (3)K(0)
(matrice tangente), et ainsi une nouvelle valeur pour le de´placement (3)U (i) : pre´diction.
L’algorithme est re´ite´re´ jusqu’a` convergence de la solution (le re´sidu est admissible) : cor-
rection. Ainsi, le de´placement (3)U correspondant au chargement (3)F est obtenu a` l’aide
du processus ite´ratif de Newton Raphson.
8.2.5.2 Calcul de la matrice tangente
Comme indique´ dans le paragraphe pre´ce`dent, l’ope´rateur de comportement tangent
[KT ] est obtenu a` l’issue de l’assemblage, par la me´thode des e´le´ments finis, des matrices
tangentes e´le´mentaires [KeT ]. Celles-ci sont calcule´es au niveau de chaque e´le´ment du
maillage et reposent sur le calcul de la (( diffe´rentielle )) du re´sidu e´le´mentaire d {ψe}. Dans
le cadre de cette pre´sentation, les forces sont suppose´es inde´pendantes des de´formations.
En pratique, ces forces de´pendent des de´formations dans la mesure ou` elles sont applique´es
sur la dernie`re configuration ge´ome´trique connue lors de l’utilisation d’une Formulation
Lagrangienne Re´actualise´e. Pour cette pre´sentation, la formulation Lagrangienne semi-
Reactualise´e est une fois de plus conside´re´e. En exprimant la diffe´rentielle du re´sidu a`
partir de l’e´quation 8.10 :
d {ψe} =
∫
tΩe
d [δtB
e]T · {t+∆t
t
S} tdv +
∫
tΩe
[δtB
e]T · d{t+∆t
t
S} tdv (8.11)
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(1)
U
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U
(3)
U U
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(3) 1
U∆
(0)
Figure 8.4 – Me´thode ite´rative de Newton Raphson : Subdivision du chargement en incre´-
ment de chargement (i)F et me´thode ite´rative de Newton Raphson pour la convergence
de la solution (i)U sur chaque incre´ment.
La relation entre les contraintes de Piola Kirchhoff 2 {t+∆tt S} et les de´formations
de Green Lagrange {t+∆tt E}, ainsi que la relation entre les incre´ments correspondants
est introduite au moyen des matrices de comportement se´cantes [Cs] et tangentes [Ct].
La me´thode utilise´e pour obtenir les ope´rateurs de comportement a` partir des courbes
expe´rimentales est de´crite dans le paragraphe 8.3.1 :
{t+∆t
t
S} = [tCs] · {t+∆ttE} = [tCs] · [tBe] · {ue} (8.12)
{dt+∆t
t
S} = [tCt] · {dt+∆ttE} = [tCt] · [δtBe] · d {ue} (8.13)
En inte´grant ces deux relations supple´mentaires (Eqs. 8.12 et 8.13), la diffe´rentielle du
re´sidu e´le´mentaire s’e´crit :
d {ψe} =
∫
tΩe
d [δtB
e]T · [t+∆t
t
Cs] · [tBe] · {ue} tdv +
∫
tΩe
[δtB
e]T · [tCt] · [δtBe] · d {ue} tdv
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Or d [δtB
e] = d [tB
e
NL] = d [tA] · [tGe] soit :
d {ψe} =
∫
tΩe
[tG
e]T · d [tA]T · {t+∆ttS} tdv +
∫
tΩe
[δtB
e]T · [tCt] · [δtBe] · d {ue} tdv (8.14)
En introduisant une e´criture particulie`re du tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff
2 {t+∆t
t
S} sous forme matricielle note´ [t+∆t
t
S˜] (Annexe C, Eq. C.4), nous pouvons e´crire :
d [tA]
T · {t+∆t
t
S} = [t+∆t
t
S˜] · d {tθ} = [t+∆ttS˜] · [tGe] · d {ue}
La diffe´rentielle e´le´mentaire du re´sidu devient :
d {ψe} =
∫
tΩe
[tG
e]T · [t+∆t
t
S˜] · [tGe] · d {ue} tdv +
∫
tΩe
[δtB
e]T · [tCt] · [δtBe] · d {ue} tdv
La matrice tangente e´le´mentaire [KeT ] s’e´crit donc :
[KeT ] =
d {ψe}
d {ue} =
∫
tΩe
[tG
e]T · [t+∆t
t
S˜] · [tGe] tdv +
∫
tΩe
[δtB
e]T · [tCt] · [δtBe] tdv (8.15)
3 termes sont ge´ne´ralement conside´re´s dans cette matrice (Elseifi (1998)) :
– une matrice ge´ome´trique ou matrice des contraintes initiales :
[KeG] =
∫
tΩe
[tG
e]T · [t+∆t
t
S˜] [tG
e] tdv
– une matrice de rigidite´ en petits de´placements :
[KeL] =
∫
tΩe
[tB
e
L]
T · [tCt] · [tBeL] tdv
– une matrice de rigidite´ en grands de´placements, grandes rotations et grandes de´for-
mations :
[KeNL] =
∫
tΩe
[tB
e
L]
T · [tCt] · [tBeNL] tdv +
∫
tΩe
[tB
e
NL]
T · [tCt] · [tBeL] tdv +
∫
tΩe
[tB
e
NL]
T · [tCt] · [tBeNL] tdv
8.2.5.3 Re´solution du syste`me
La re´solution du syste`me non-line´aire est effectue´e en 4 e´tapes :
1. Pre´diction pour un chargement donne´ qui fournit une premie`re approximation du
champ de de´placement a` l’instant t+∆t :
{
t+∆tu
}(i−1)
.
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2. Calcul du re´sidu
{
ψ
({
t+∆tu
}(i−1))}
a` l’ite´ration (i− 1).
3. Calcul de la matrice tangente a` l’instant t + ∆t a` partir des donne´es de l’ite´ration
(i− 1) :
[
KT
({
t+∆tu
}(i−1))]
=
[
d{ψ}
d{t+∆tu}
∣∣∣
{t+∆tu}(i−1)
]
4. la correction est apporte´e par :
{∆u}(i) = {t+∆tu}(i)−{t+∆tu}(i−1) = − [KT ({t+∆tu}(i−1))]−1 {ψ ({t+∆tu}(i−1))}
Remarque : concre`tement la matrice tangente n’est pas inverse´e. Une me´thode de
re´solution de syste`me line´aire directe ou indirecte est utilise´e (me´thode des gradients
conjugue´s (CG), me´thode des bi-gradients conjugue´s, me´thode GMRES, . . . ).
8.2.6 Synthe`se
Les e´quations de´veloppe´es dans le cadre de la formulation Lagrangienne semi-Re´actua-
lise´e peuvent facilement eˆtre ge´ne´ralise´es au cas des formulations Lagrangiennes Totale et
Re´actualise´e. Le Tableau 8.2 synthe´tise les re´sidus et matrices tangentes correspondants
aux diffe´rentes formulations.
Formulation Re´fe´rence Re´sidu {ψe} Matrice tangente [KeT ]
Totale 0
R
0Ωe
[δ0Be]
T · {t+∆t
0
S} 0dv − ˘t+∆tR¯ R
0Ωe
[0Ge]
T · [t+∆t
0
S˜] · [0Ge] 0dv
+
R
0Ωe
[δ0Be]
T · [0Ct] · [δ0Be] 0dv
Semi-
Reactualise´e
t
R
tΩe
[δtBe]
T · {t+∆t
t
S} tdv − ˘t+∆tR¯ R
tΩe
[tGe]
T · [t+∆t
t
S˜] · [tGe] tdv
+
R
tΩe
[δtBe]
T · [tCt] · [δtBe] tdv
Re´actualise´e t+∆t(i−1) = t+
R
t+Ωe
ˆ
δt+B
e
˜T · {t+∆t
t+
S} t+dv −˘
t+∆tR
¯
R
t+Ωe
ˆ
t+G
e
˜T · [t+∆t
t+
S˜] · ˆt+Ge˜ t+dv
+
R
t+Ωe
ˆ
δt+B
e
˜T · ˆt+Ct˜ · ˆδt+Be˜ t+dv
Tableau 8.2 – Synthe`se des re´sidus et des matrices tangentes associe´s aux Formulations
Lagrangienne Totale, semi-Re´actualise´e et Re´actualise´e.
8.3 Imple´mentation
8.3.1 Courbe expe´rimentale et lois de comportement
Dans cette partie nous analysons les me´thodes employe´es pour obtenir les matrices
de comportement se´cantes ([Cs]) et tangentes ([Ct]) a` partir des courbes expe´rimentales
101
Chapitre 8. Grandes de´formations des nappes : Formulation Lagrangienne
force courante tF en fonction du de´placement td.
8.3.1.1 Courbe force courante tF en fonction du de´placement td
Les essais de compression transverse d’un empilement de 100 Nappes NC2 ([0, 90]100)
ont e´te´ re´alise´s dans le cadre de la validation expe´rimentale du mode`le propose´ pour la
mode´lisation du proce´de´ LRI (voir partie IV chapitre 15). Ces essais, ainsi que les essais
re´alise´s a` l’E´cole Nationale Supe´rieure des Mines de Saint-E´tienne par Drapier et al.
(2005) indiquent un comportement non-line´aire re´versible en grandes de´formations dans
la direction transverse des nappes de carbone (plus de 100% de de´formation). La courbe
force de´placement est pre´sente´e sur la figure 8.5 pour une pre´forme d’e´paisseur initiale 56
mm et de dimension 585× 385 mm.
Figure 8.5 – Courbe de compression : Force courante tF en fonction du de´placement td.
Les conditions de l’essai (voir partie IV chapitre 15) sont proches de l’hypothe`se des
contraintes planes (bords libres dans les directions du plan). Aucune caracte´risation du
comportement dans les deux autres directions n’a actuellement e´te´ effectue´e. Bien qu’elle
sorte du cadre de notre e´tude, cette caracte´risation est ne´cessaire pour une e´tude com-
ple`te de la compression des pre´formes. Elle passe par la de´termination des modules en
tension dans chaque direction, des modules de cisaillements dans les directions planes et
transverses ainsi que des cœfficients de Poisson dans ces meˆmes directions. Par simplifi-
cation, nous allons conside´rer un comportement isotrope transverse des nappes. Le plan
d’isotropie est le plan des nappes et la direction privile´gie´e est la direction de l’e´paisseur
(celle dont on connaˆıt la courbe tF = f (td)). Des modules de rigidite´ plus importants
sont utilise´s dans les deux autres directions. Nous analyserons dans le paragraphe 8.3.1.2
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le choix effectue´ pour les rigidite´s dans le plan, les cœfficients de Poisson et les modules
de cisaillement transverses.
8.3.1.2 Les lois de comportement
L’utilisation des formulations Lagrangiennes (Totale, semi-Re´actualise´e ou Re´actuali-
se´e) est simplifie´e dans le cas de l’emploi d’une loi de comportement cohe´rente. Une loi est
dite cohe´rente lorsque les mesures de de´formations utilise´es et les mesures de contraintes
associe´es sont e´nerge´tiquement cohe´rentes. Plusieurs choix sont possibles :
– tσ =tt Cas :tt e : contrainte de Cauchy / de´formation d’Euler Almansi,
– tσ =tt Cs :t ² : contrainte de Cauchy / de´formation logarithmique,
– t0S =
t
0 Cs :t0 E : contrainte de Piola Kirchhoff / de´formation de Green Lagrange,
– etc . . .
Mesures de de´formations et de contraintes Le tableau 8.3 synthe´tise les principales
mesures de de´formations utilise´es dans la litte´rature. Elles sont principalement au nombre
de trois : les de´formations de Green Lagrange (E = E2), les de´formations d’Euler-Almansi
(e = e−2) et les de´formations logarithmiques (² = e0). Dans ces relations, t0U,
t
0V et
t
0R
sont obtenus a` partir de la de´composition polaire de t0F. Les relations suivantes sont ainsi
utilise´es :
t
0F =
t
0R ·t0U =t0V ·t0R
t
0C = (
t
0U)
2 (8.16)
Configuration Lagrangienne 0C Configuration Eule´rienne tC
Eα = 1α [
t
0U
α − I] pour α 6= 0 eα = 1α [t0Vα − I] pour α 6= 0
E0 = ln t0U =
1
2 ln
t
0C avec
t
0C =
t
0F
T · t0F Hencky e0 = ln t0V = 12 ln t0B avec t0B = t0F ·t0FT
E1 = t0U− I conventionnelle ou Biot e1 = t0V − I
E2 = 12
[
t
0U
2 − I] = 12 [t0C− I] Green-Lagrange e−2 = 12 [I− 0tV2] = 12 [I− 0tB] Euler-Almansi
Tableau 8.3 – Principales mesures de de´formations utilise´es dans les codes de calculs,
d’apre`s Coirier (2001).
Comme pour les de´formations, trois types de contraintes sont souvent utilise´es dans
la litte´rature :
– Les contraintes vraies de Cauchy tσ : ce sont les seules qui ont un sens physique. En
1D elles repre´sentent le rapport entre la force courante tF et la section courante ts,
– Les contraintes de Piola Kirchhoff 2 : elles n’ont pas de sens physique. Elles peuvent
eˆtre calcule´es a` partir des contraintes de Cauchy tσ en utilisant la relation suivante :
t
0S = J
0
tF
−1 ·tσ ·0tF−1Tou` J est le jacobien de la transformation entre 0 et t,
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– Les contraintes de Piola Kirchhoff 1. En 1D, elle correspondent au rapport entre la
force courante tF et la section initiale 0s.
Loi de comportement 1D dans la direction transverse A partir de la courbe force
courante en fonction du de´placement tF = f(td), en supposant l’absence de contractions
dans la direction transverse, la loi de comportement 1D reliant les de´formations de Green
Lagrange au tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff 2 (S11 = f (
t
0E11) : voir figure 8.6-
a) et celle reliant les de´formations logarithmiques au tenseur des contraintes de Cauchy
(σ11 = f (²11) : voir figure 8.6-b) sont calcule´es.
Figure 8.6 – Courbes de traction – (a) Contrainte de Piola Kirchhoff 2 en fonction des
de´formations de Green Lagrange, (b) Contrainte de Cauchy en fonction des de´formations
logarithmiques.
t
F
t
F
t
d
Figure 8.7 – Essai de traction / compression : Mesure de l’effort courant tF en fonction
du de´placement de l’e´prouvette td
Les lois 1D isotropes sont obtenues a` partir des hypothe`ses suivantes. L’essai de trac-
tion / compression re´alise´ est repre´sente´ sur la figure 8.7. La section de l’e´prouvette
cylindrique e´tant s = pir2, la variation relative de section s’e´crit : ∆s0s = 2
∆r
0r
. La varia-
tion relative de volume ∆v0v =
∆l
0l
+ ∆s0s peut ainsi eˆtre calcule´e en utilisant la de´finition
du cœfficient de Poisson suivante : ∆r0r = −ν∆l0l . Finalement la variation de volume s’e´crit
∆v
0v
= (1− 2 ν) ∆l0l . La section a` l’instant courant devient donc : ts =0 s+∆s =0 s−2ν∆l0l 0s.
Dans la suite l’e´longation dans la direction de l’essai de traction / compression est intro-
duite ((( stretch ratio ))) : λ =
‖dtl‖
‖d0l‖ =
tl
0l
=
td+0l
0l
. Les e´quations pre´ce´dentes deviennent :
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ts = (1− 2 ν (λ− 1)) 0s (8.17a)
∆v
0v
= (1− 2 ν) (λ− 1) (8.17b)
A partir de ces relations, les mesures de de´formations et de contraintes du tableau 8.3
peuvent eˆtre calcule´es en utilisant l’e´longation et la section courante de l’e´prouvette qui
de´pend du cœfficient de Poisson.
Comportement isotrope Les lois 1D pre´ce´dentes ne sont pas utilisables en l’e´tat dans
un code de calcul par e´le´ments finis. Dans le cas d’un comportement isotrope, le passage a`
un comportement tridimensionnel ne´cessite la de´finition d’une mesure de contrainte et de
de´formation e´quivalente. Ici, les mesures de contraintes et de de´formations e´quivalentes
choisies correspondent aux contraintes et de´formations de von Mises :
σeq =
√
3
2
σdevij σ
dev
ji avec σ
dev
ij = σij −
1
3
σkk δij (8.18)
εeq =
√
3
2
εdevij ε
dev
ji avec ε
dev
ij = εij −
1
3
εkk δij (8.19)
Compte tenu de l’hypothe`se de contraintes planes retenue, les de´formations e´quiva-
lentes suivantes peuvent eˆtre calcule´es (voir la forme du tenseur des contraintes et des
de´formations en Annexe D.1) en uniaxial :
σeq = |σ11| (8.20a)
εeq = (ν + 1) |ε11| (8.20b)
Dans le code de calcul, pour un niveau de de´formation 3D quelconque obtenu a` partir
du champ de de´placement, la de´formation e´quivalente est calcule´e au sens de la relation
8.19. Les relations 8.20a et 8.20b et la loi de comportement 1D (voir figure 8.6) permettent
d’obtenir la rigidite´ se´cante de la structure, i.e. son module d’Young (Cs) identique dans
les trois directions puisque le comportement est isotrope. La pente de la courbe pour ce
meˆme niveau de de´formation (courbe de traction 8.6) donne la rigidite´ tangente (Ct). Le
cœfficient de Poisson e´tant connu et suppose´ constant (caracte´rise´ par un essai ou fixe´),
les matrices tangentes et se´cantes sont construites au moyen d’une matrice d’e´lasticite´
classique en utilisant les modules ade´quats (voir l’allure de la matrice en Annexe D.3).
Pour des raisons de stabilite´ nume´rique, une approximation des ope´rateurs tangents et
se´cants a` l’aide des polynoˆmes de Lagrange (Voir les e´quations D.5 et D.6 en Annexe D)
est re´alise´ a` partir de la courbe expe´rimentale.
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Comportement isotrope transverse Dans ce cas la matrice de comportement dans
le repe`re associe´ au mate´riau est celle de´crite en Annexe D.2. Dans l’e´paisseur des nappes,
la rigidite´ CL non-line´aire est donne´e par les courbes contraintes / de´formations pre´sente´e
sur les figures 8.6-a et 8.6-b. En ce qui concerne les directions dans le plan des nappes au-
cune caracte´risation n’a actuellement e´te´ effectue´e faute de moyens adapte´s. L’utilisation
d’une the´orie de l’homoge´ne´isation telle que celle de´veloppe´e par Berthelot (2005) permet
d’obtenir une bonne e´valuation du module transverse CT et du cœfficient de Poisson dans
le plan νTT ′ . Une analyse a posteriori de l’influence de cette hypothe`se sur les re´sultats
obtenus peut eˆtre re´alise´e. A partir du module d’Young des fibres de carbone dans la direc-
tion longitudinale (CcL = 260 GPa) et de leur cœfficient de Poisson (ν
c
LT = 0, 3), la the´orie
nous permet de de´terminer le module d’Young transverse CT = C
c
L (1− φ) et le cœfficient
de Poisson transverse νTT ′ = ν
c
LT (1− φ) dans le plan des nappes. Il existe d’autres ex-
pressions the´oriques permettant de de´terminer ces grandeurs. Elles sont pre´sente´es dans
Berthelot (2005).
Concernant le cœfficient de Poisson νTL, la the´orie des me´langes ne nous permet pas de
conclure. Compte tenu du manque d’informations, nous prendrons pour ce cœfficient une
valeur nulle, ce qui implique que la compression dans l’e´paisseur des nappes n’influence
pas le comportement dans le plan. Bien que simplificatrice, cette hypothe`se constitue a
priori une bonne approximation qualitative du phe´nome`ne observe´ expe´rimentalement,
i.e. l’absence de de´formations planes lors de l’essai de compression dans l’e´paisseur. La
relation νLT
EL
= νTL
ET
conduit alors a` un cœfficient de Poisson νLT = 0. Enfin, le module de
cisaillement GLT est calcule´ a` partir de la relation GLT =
2 (1+νLT )
EL
= 2
EL
.
Le traitement nume´rique du comportement isotrope transverse est le´ge`rement diffe´rent
de celui re´alise´ pour le comportement isotrope. L’e´tat de de´formation est syste´matique-
ment recalcule´ dans le repe`re mate´riau afin d’e´valuer la rigidite´ a` l’aide des relations
contraintes / de´formations des figures 8.6-a et 8.6-b. Ici, la notion de contrainte et de´for-
mation e´quivalente n’est plus requise.
Note : L’orientation des fibres doit eˆtre mise a` jour lors du calcul pour prendre en
compte la rotation de la matie`re.
8.3.2 Pratique de la Formulation Lagrangienne
Dans cette partie, nous observons d’une manie`re pratique comment est re´alise´e l’inte´-
gration des formulations Lagrangienne Re´actualise´e (ou semi-Re´actualise´e) et Totale dans
un code de calcul. A l’issue de cette pre´sentation, un choix est effectue´.
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8.3.2.1 Formulation Lagrangienne totale
Dans ce cas, la loi t0S =
t
0 C : t0E est conside´re´e. Le re´sidu e´le´mentaire et la matrice
tangente e´le´mentaire pre´sente´s dans le tableau 8.2 sont utilise´s. Les contraintes de Piola
Kirchhoff 2 a` t + ∆t exprime´es dans la configuration a` t = 0, s’e´crivent t+∆t0S =
t
0 S +
tS. Pour un incre´ment de chargement, connaissant les de´formations de Green-Lagrange
obtenues a` l’ite´ration pre´ce´dente t0E
(i) et calcule´es a` partir du de´placement obtenu pour
cette meˆme ite´ration
{
t+∆tu
}(i)
, les contraintes de Piola Kirchhoff t+∆t0S
(i) sont calcule´es
a` partir de la loi de comportement t0S
(i) =t0 C : t0E(i). Lorsque le processus a converge´,
il est ne´cessaire d’appliquer les formules de transformations classiques afin d’obtenir les
contraintes de Cauchy pour l’affichage tσ = 1
J
t
0F ·t0 S · t0FT . Concernant le calcul de
l’ope´rateur de comportement tangent [0Ct] =
[
∂t0S
∂t0E
]
, une re´actualisation est effectue´e
seulement a` chaque incre´ment de chargement comme indique´ dans le tableau 8.1.
La prise en compte des chargements de´pendant de la configuration ge´ome´trique ne´ces-
site d’effectuer un changement de repe`re pour actualiser l’orientation des forces a` t+∆t.
Dans la formulation Lagrangienne Totale le vecteur force externe s’e´crit :
t+∆t< =
∫
0Ω
t+∆t
0
fv · δu 0dv +
∫
∂0Ωσ
t+∆t
0
f s · δu 0ds
Pour la prise en compte des chargements a` t +∆t de´pendant de la de´formation, l’in-
te´gration doit eˆtre effectue´e sur le domaine a` t + ∆t (initialement inconnu). Ne´anmoins
au cours du processus ite´ratif, une estimation de plus en plus pre´cise du champs de de´-
placement souhaite´ est obtenue. Cette estimation permet d’effectuer le changement de
variable ne´cessaire a` l’estimation des forces de volume et de surface a` t+∆t exprime´ dans
la configuration initiale 0.
8.3.2.2 Formulation Lagrangienne Re´actualise´e et semi-Re´actualise´e
Pour ce type de formulation, les lois de comportement Cauchy-logarithmiques (tσ =tt
C : t²) ou Cauchy-Euler-Almansi (tσ =ttCa : tte) sont conside´re´es (voir figure 8.6-b).
Les re´sidus et matrices tangentes associe´s aux formulations Lagrangienne Re´actualise´e
et Lagrangienne semi-Re´actualise´e sont utilise´es (voir tableau 8.2). Les contraintes de
Piola Kirchhoff s’e´crivent alors t+∆tt S =
t σ + tS avec (t = t+∆t
(i−1) pour la formulation
Lagrangienne Re´actualise´e). Connaissant le de´placement entre 0 et t (0 et t + ∆t(i−1)
dans le cas de la Formulation Re´actualise´e), et l’incre´ment de de´placement entre t et
t + ∆t(i−1) (entre t + ∆t(i−2) et t + ∆t(i−1) pour la formulation Re´actualise´e), un calcul
des de´formations et de l’incre´ment de de´formations de Green Lagrange peut eˆtre effectue´
pour l’ite´ration pre´ce´dente (i− 1) :
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{t+∆t0E(i−1)} = [t+∆t0Be] · {t+∆tue
(i−1)}
{tE(i−1)} = [tBe] · {ue(i−1)}
ou` [Be] de´pend du type de la formulation employe´e i.e. Lagrangienne semi-Re´actualise´e
ou Re´actualise´e (t = t+∆t(i−1)).
Selon le choix effectue´ par l’utilisateur et la loi de comportement expe´rimentale saisie,
un calcul des de´formations d’Euler-Almansi ou des de´formations logarithmiques (de´com-
position polaire du tenseur gradient de la transformation F calcule´ a` partir des de´place-
ments u), est effectue´ a` partir du vecteur de´placement t+∆t0u
(i−1). A partir de l’e´tat de
de´formation t+∆tt+∆te
(i−1) ou t+∆tt+∆t²
(i−1), les matrices tangentes et se´cantes sont construites. En
toute rigueur les contraintes de Cauchy obtenues doivent eˆtre converties en contraintes de
Piola Kirchhoff 2. En utilisant une formulation Re´actualise´e, la ge´ome´trie e´tant re´actua-
lise´e a` chaque ite´ration, la configuration de re´fe´rence tend vers la configuration a` t+∆t,
ainsi
t+∆t
t+∆t(i−1)S
∼= t+∆tσ. La loi incre´mentale devient donc :
d
t+∆t
t+∆t(i−1)S =t Ct : d
t+∆t
t+∆t(i−1)E ⇔ d
t+∆t
σ =t+∆t Ct : d
t+∆t
t+∆t
²
Il est donc possible de lire directement l’ope´rateur de comportement tangent t+∆tCt sur
la courbe tσ = f(tte). Concernant la de´termination du tenseur des contraintes
t+∆t
t+∆t(i−1)S
∼=t+∆t
σ, PRO-FLOTTM ne propose pas de conteneur pour le stockage du tenseur des contraintes
au niveau des points de Gauss. Une proce´dure incre´mentale base´e sur une sommation des
de´formations logarithmiques ne peut donc pas eˆtre propose´e. Les contraintes sont donc
recalcule´es a` chaque ite´ration en transformant les de´formations de Green Lagrange entre
0 et t+∆t a` l’ite´ration (i − 1) en de´formations logarithmiques ou d’Euler-Almansi et
en utilisant la loi de comportement cohe´rente correspondante. Pour la formulation La-
grangienne semi-Re´actualise´e, le proble`me est plus de´licat puisque la prise en compte
des de´placements initiaux doit eˆtre accompagne´e de l’utilisation des relations de trans-
formations pour l’obtention des contraintes de Piola Kirchhoff 2 et des de´formations de
Green-Lagrange pour ne pas effectuer d’approximation au niveau des re´sidus.
Remarque : dans le cas de l’utilisation de de´formations logarithmiques il est ne´cessaire
d’utiliser une formulation dite corotationnelle. Les de´formations logarithmiques calcule´es
a` partir de la de´composition polaire du tenseur gradient de la transformation ne prennent
pas en compte la rotation de corps rigide, i.e. l’absence de de´formations lors d’une rotation
de la matie`re (voir figure 8.8). Les tenseurs de rotation doivent eˆtre utilise´s pour re´tablir
et prendre en compte la rotation de la matie`re.
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Figure 8.8 – Prise en compte de la rotation de la matie`re lors de l’utilisation des de´for-
mations logarithmiques : formulation corotationnelle.
Dans le cas d’un comportement isotrope transverse, une rotation supple´mentaire des
ope´rateurs de comportement tangents et se´cants exprime´s depuis le repe`re mate´riau dans
le repe`re ge´ne´ral doit eˆtre re´alise´e avant de les associer a` des tenseurs contraintes et
de´formations exprime´s dans le repe`re global.
8.3.3 Conclusion
Les deux formulations Lagrangienne Totale et Lagrangienne Re´actualise´e ont e´te´ im-
ple´mente´es avec succe`s dans PRO-FLOTTM. En pratique et compte tenu des contraintes
impose´es par PRO-FLOTTM au niveau du stockage des contraintes et des de´formations,
les de´veloppements propose´s pour ces deux approches sont tre`s similaires. D’autre part,
l’approche Lagrangienne Re´actualise´e de´veloppe´e permet d’utiliser n’importe quelle loi de
comportement a` condition d’effectuer des conversions de contraintes et de de´formations
correctes. Dans la suite, nous avons choisi d’utiliser une formulation Lagrangienne Re´ac-
tualise´e, principalement pour deux raisons. D’une part la simplicite´ de prise en compte de
chargements de´pendant de la de´formation, ce qui est le cas du sac a` vide qui applique en
permanence une pression normale sur la partie supe´rieure de l’empilement de pre´formes.
D’autre part la prise en compte du mode`le de Terzaghi (voir chapitre 10) est directe
puisque la loi de comportement s’exprime directement en fonction des contraintes vraies
de Cauchy.
8.4 Validation et e´tude de cas tests
Concre`tement, la validite´ des re´sultats est e´value´e en les confrontant a` des tests de
re´fe´rence. L’utilisation de re´sultats analytiques en non-line´aire e´tant difficile voire impos-
sible, nous avons donc choisi d’utiliser des codes de calculs commerciaux pour effectuer
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cette comparaison (Abaqus (2005)TM, Systus (2005)TM). En simplifiant les hypothe`ses de
simulation, des re´sultats analytiques peuvent e´galement eˆtre propose´s.
8.4.1 Choix des mode`les
La validation de la formulation Lagrangienne Re´actualise´e est effectue´e en compression
et en cisaillement sur les cas tests pre´sente´s sur la figure 8.9. L’hypothe`se de de´formations
planes (ε33 = 0) est conside´re´e dans ces deux cas. Lors de la mise en forme de nappes
composites et de la compression de pre´formes dans leur e´paisseur, cette hypothe`se est le
plus souvent observe´e compte tenu du faible rapport entre l’e´paisseur d’une part et les
dimensions dans le plan d’autre part.
L’essai en compression permet la validation du comportement des nappes en compres-
sion sous l’action du sac a` vide (figure 8.9-a). L’essai en cisaillement permet par ailleurs
la validation du cisaillement de la matie`re et donc la ve´rification du traitement des effets
de courbures et la prise en compte des rotations de la matie`re (figure 8.9-b). Deux types
de simulations sont re´alise´s. Des essais utilisant une loi e´lastique line´aire pour lesquels
les non-line´arite´s ge´ome´triques sont active´es ou non. Les re´sultats de ces cas tests sont
compare´es avec des mode`les analytiques, SystusTM et AbaqusTM. Des essais utilisant des
mode`les de comportements hypoe´lastiques non-line´aires pour lesquels les non-line´arite´s
ge´ome´triques sont active´es ou non et tous les re´sultats sont compare´s avec SystusTM.
P
(a)
P
(b)
Figure 8.9 – Cas test pour la validation de la Formulation Lagrangienne Re´actualise´e -
(a) essai de compression, (b) essai de cisaillement.
A titre d’illustration, une comparaison entre un comportement hypoe´lastique isotrope
et un comportement hypoe´lastique isotrope transverse est pre´sente´e. Pour le comporte-
ment isotrope transverse, les rigidite´s situe´es dans le plan d’isotropie sont 10 fois supe´-
rieures a` celle utilise´e dans la direction transverse. Les non-line´arite´s ge´ome´triques sont
active´es afin de prendre en compte les grandes de´formations.
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Il faut signaler que le solveur que nous avons de´veloppe´ permet d’utiliser au choix, quel
que soit le type de comportement mode´lise´, les de´formations de Green Lagrange ou les de´-
formations logarithmiques. En effet, les transformations correspondantes seront toujours
re´alise´es afin d’exprimer la loi de comportement cohe´rente entre les de´formations loga-
rithmiques et les contraintes de Cauchy. Ceci est possible puisque le niveau de contraintes
est recalcule´ a` chaque ite´ration. Ne´anmoins dans les logiciels utilise´s ce choix n’est pas
toujours possible. Ainsi dans SystusTM, une loi de comportement (( de´formations logarith-
miques - contraintes de Cauchy )) est associe´e a` une formulation Re´actualise´e, et une loi
de comportement (( de´formations de Green Lagrange - contraintes de Piola Kirchhoff 2 ))
est associe´e a` une formulation Totale.
8.4.2 Validation avec une loi e´lastique line´aire isotrope
Les parame`tres de la loi e´lastique line´aire utilise´s dans le cadre de cette validation
correspondent a` une approximation de la loi de comportement hypoe´lastique des nappes
NC2 caracte´rise´e par Elbouazzaoui (2004). Le module d’Young est e´gal a` E = 266 kPa,
le cœfficient de Poisson choisi est ν = 0, 3. Les lois inte´gre´es sont valide´es sur les deux
cas tests pre´ce´dents en activant et en de´sactivant successivement les non-line´arite´s ge´o-
me´triques. La signification physique d’une loi e´lastique line´aire en grande de´formation
peut ne´anmoins soulever un certain nombre d’interrogations d’un point de vue physique.
Ce type de comportement paraˆıt en effet peu repre´sentatif des mate´riaux usuels. Cette
simulation e´tant nume´riquement possible nous la re´alisons afin de proposer une validation
supple´mentaire de l’algorithme.
8.4.2.1 Sans non-line´arite´s ge´ome´triques
En utilisant les fonctions d’Airy, pour la prise en compte des de´formations planes, des
re´sultats analytiques peuvent eˆtre obtenus pour l’essai de compression. Les de´placements
solution suivant ux et uy s’e´crivent (voir annexe E) :
ux =
1 + ν
E
[ν P x] uy =
1 + ν
E
[(ν − 1) P y] (8.21)
avec ν = 0, 3, E = 266 kPa, P = 100 kPa, l = 2, 5.10−2 m, h = 2.10−2 m.
Le tableau 8.4 pre´sente les de´formations de Green-Lagrange Eyy et le de´placement de
la face supe´rieure suivant y et montrent une parfaite corre´lation entre les diffe´rents codes
de calculs et les re´sultats analytiques pour cet essai de compression en e´lasticite´ line´aire.
Concernant l’essai de cisaillement pour lequel une force surfacique selon x de Px = 10
kPa est applique´e sur la face supe´rieure, la comparaison est effectue´e sur le champ de
de´placement suivant x. Les de´formations de Green Lagrange sont utilise´es. Les re´sultats
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Compression simple Analytique AbaqusTM PRO-FLOTTM
(Green)
SystusTM erreur relative
PRO-FLOTTM /
SystusTM
De´formation Eyy −3, 43.10−1 −3, 43.10−1 −3, 43.10−1 −3, 43.10−1 0, 0%
De´placement uy (m) −6, 854.10−3 −6, 854.10−3 −6, 854.10−3 −6, 854.10−3 0, 0%
Tableau 8.4 – Comparaison des re´sultats obtenus pour l’essai de compression sur le champ
de de´placement uy et la de´formation Eyy dans un cas line´aire sans non-line´arite´ ge´ome´-
trique : re´sultats analytiques, AbaqusTM, PRO-FLOTTM, SystusTM.
reporte´s dans le tableau 8.5 montrent une tre`s bonne corre´lation entre les trois codes
de calculs pour cet essai de cisaillement en e´lasticite´ line´aire. Les figures 8.10 pre´sentent
l’e´tat de contraintes obtenu lors de l’essai de cisaillement d’un mate´riau e´lastique sans
non-line´arite´ ge´ome´trique. Bien que des diffe´rences apparaissent au niveau des valeurs
minimums et maximums des contraintes, diffe´rences dues en partie a` la me´thode d’ex-
trapolation des valeurs connues aux points de Gauss vers les nœuds, une mise a` l’e´chelle
montre une re´partition similaire de l’e´tat de contrainte de cisaillement σxy.
Cisaillement simple AbaqusTM PRO-FLOTTM
(Green)
SystusTM erreur relative
PRO-FLOTTM /
SystusTM
De´placement ux(haut) (m) +2, 577.10−3 +2, 540.10−3 +2, 620.10−3 3, 15%
Tableau 8.5 – De´placement ux de la face supe´rieure dans un cas line´aire sans non-line´arite´
ge´ome´trique : AbaqusTM, PRO-FLOTTM, SystusTM.
8.4.2.2 Avec non-line´arite´s ge´ome´triques
Pour ce second essai de compression, l’hypothe`se des grandes de´formations est conside´-
re´e. Le tableau 8.6 pre´sente les de´formations logarithmiques ²yy et le de´placement suivant
y obtenus lors de l’essai de compression. Une fois de plus une tre`s bonne corre´lation
des re´sultats nume´riques est obtenue entre AbaqusTM et PRO-FLOTTM. Nous observons
ne´anmoins, des difficulte´s de convergence des re´sultats sous SystusTM.
Le tableau 8.7 pre´sente les re´sultats obtenus pour le champ de de´placement suivant x
lors de l’essai de cisaillement en activant les non-line´arite´s ge´ome´triques. La comparaison
des re´sultats entre les trois codes est une fois de plus tre`s bonne.
1Des proble`mes de convergence apparaissent. Les tole´rances sur les re´sidus sont e´leve´es.
112
8.4. Validation et e´tude de cas tests
1.11e+03
sigma 12
1.66e+04
1.55e+04
1.44e+04
1.33e+04
1.22e+04
1.11e+04
9.97e+03
8.86e+03
0
7.75e+03
6.64e+03
5.54e+03
4.43e+03
3.32e+03
2.21e+03
(Ave. Crit.: 75%)
S, S12
+0.000e+00
+8.742e+02
+1.748e+03
+2.623e+03
+3.497e+03
+4.371e+03
+5.245e+03
+6.119e+03
+6.994e+03
+7.868e+03
+8.742e+03
+9.616e+03
+1.049e+04
+1.136e+04
+1.224e+04
+1.311e+04
+1.399e+04
+1.486e+04
+1.574e+04
+1.661e+04
Step: Step-1
Increment      1: Step Time =    1.000
Primary Var: S, S12
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +1.000e+00
ODB: Job-1.odb    ABAQUS/STANDARD Version 6.5-1    Fri Jun 16 17:00:08 Paris, Madrid 2006
1
2
3
(a) PRO-FLOTTM (b) AbaqusTM
x
y
z
0
0
7867.89
8742.11
9616.32
10490.5
11364.7
12238.9
13113.2
13987.4
14861.6
15735.8
874.211
16610
1748.42
2622.63
3496.84
4371.05
5245.26
6119.47
6993.68
    
   Max = 13950.2 
   Min = 1589.52 
    
Ref.Calcul Global
Deformee X 1
Temps 0.999999
Sigma 12
ISOVALEURS
SYSTU
S
 
-
 6
.00
 
 
-
 
 w
in32
x86
 
 
-
 
 M
o
n
 Ju
n
 12
 13
:34
:08
 2006
(c) SystusTM
Figure 8.10 – Essai de cisaillement avec un loi line´aire e´lastique sans non-line´arite´ -
Contraintes de cisaillement σxy en Pa : (a) PRO-FLOT
TM, (b) AbaqusTM, (c) SystusTM.
Compression simple AbaqusTM PRO-FLOTTM
(log)
SystusTM
(modif.)
erreur relative
PRO-FLOTTM /
AbaqusTM
De´formation ²yy −3, 43.10−1 −3, 43.10−1 −3, 43.10−1 0, 0%
De´placement uy (m) −6, 738.10−4 −6, 729.10−4 −5, 801.10−3 (1) 0, 1%
Tableau 8.6 – Comparaison des re´sultats obtenus pour l’essai de compression sur le champ
de de´placement uy et la de´formation ²yy en e´lasticite´ line´aire avec non-line´arite´s ge´ome´-
triques : AbaqusTM, PRO-FLOTTM, SystusTM.
8.4.3 Validation avec une loi hypoe´lastique isotrope
La loi hypoe´lastique imple´mente´e dans AbaqusTM ne correspond pas a` celle que nous
avons imple´mente´e dans PRO-FLOTTM. Dans cette loi, le module d’Young et le cœfficient
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Cisaillement simple AbaqusTM PRO-FLOTTM
(log)
SystusTM
(modif.)
erreur relative
PRO-FLOTTM /
AbaqusTM
De´placement ux(haut) (m) +2, 500.10−3 +2, 578.10−3 +2, 633.10−3 3, 1%
Tableau 8.7 – De´placement ux de la face supe´rieure pour l’essai de cisaillement en e´lasticite´
line´aire avec non-line´arite´s ge´ome´triques : AbaqusTM, PRO-FLOTTM, SystusTM.
de Poisson de´pendent du deuxie`me invariant du tenseur des de´formations, i.e. la de´for-
mation e´quivalente, comme dans notre cas, mais e´galement de la trace et du de´terminant
(premier et troisie`me invariants). Nous ne sommes pas parvenus a` comparer les re´sultats
entre ces deux codes. La loi hypoe´lastique imple´mente´e dans SystusTM correspond en re-
vanche a` celle que nous avons inte´gre´e aux librairies PRO-FLOTTM. Dans SystusTM, la
formulation Lagrangienne Totale utilise des de´formations de Green Lagrange et la for-
mulation Lagrangienne Re´actualise´e les de´formations logarithmiques. L’utilisateur peut
e´galement activer ou de´sactiver les non-line´arite´s. Nous pre´sentons ici les re´sultats obtenus
lors des essais de compression en activant ou non les non-line´arite´s ge´ome´triques. La loi
de comportement est celle pre´sente´e sur la figure 8.11.
Figure 8.11 – Loi de comportement simplifie´e utilise´e dans le cadre de la validation du
comportement me´canique : contraintes de Cauchy en fonction des de´formations logarith-
miques .
8.4.3.1 Sans non-line´arite´ ge´ome´trique
Le tableau 8.8 pre´sente les de´formations de Green Lagrange Eyy et le de´placement
suivant uy obtenus lors de l’essai de compression en de´sactivant les non-line´arite´s ge´o-
me´triques. La corre´lation entre les re´sultats fournis par SystusTM et PRO-FLOTTM est
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excellente.
Compression simple SystusTM PRO-FLOTTM
(Green)
erreur relative
PRO-FLOTTM /
SystusTM
De´formation Eyy −1, 41.10−1 −1, 41.10−1 0, 0%
De´placement uy (m) −2, 824.10−3 −2, 823.10−3 0, 0%
Tableau 8.8 – Comparaison des re´sultats obtenus pour l’essai de compression sur le champ
de de´placement uy et la de´formation Eyy en hypere´lasticite´ non-line´aire sans non-line´arite´
ge´ome´trique : SystusTM, PRO-FLOTTM.
8.4.3.2 Avec non-line´arite´s ge´ome´triques
Le tableau 8.9 pre´sente les de´formations logarithmiques ²yy et les de´placements obtenus
lors de l’essai de compression en activant les non-line´arite´s ge´ome´triques. Les re´sultats
nume´riques sont en excellent accord pour cet essai de compression.
Compression simple SystusTM (modif) PRO-FLOTTM
(log)
erreur relative
PRO-FLOTTM /
SystusTM
De´formation ²yy −1, 41.10−1 −1, 41.10−1 0, 0%
De´placement uy (m) −2, 633.10−3 −2, 637.10−3 0, 2%
Tableau 8.9 – Comparaison des re´sultats obtenus pour l’essai de compression sur le champ
de de´placement uy et la de´formation ²yy en hypere´lasticite´ avec non-line´arite´s ge´ome´-
triques : SystusTM, PRO-FLOTTM.
8.4.4 Validation du comportement anisotrope et de la formula-
tion corotationnelle
Les cas tests pre´ce´dents permettent de valider la robustesse de l’algorithme dans le cas
du traitement d’un comportement non-line´aire en grandes de´formations. Par ailleurs, les
essais de cisaillement en grandes de´formations, utilisant par conse´quent les de´formations
logarithmiques, montrent la capacite´ de l’algorithme a` ge´rer la rotation de la matie`re.
A titre d’illustration du comportement anisotrope, nous pre´sentons l’exemple du profil
d’une demi-coque de bateau. Pour ce type de ge´ome´trie complexe, une formulation coro-
tationnelle est ne´cessaire pour re´soudre le proble`me me´canique. Une loi de comportement
e´lastique non-line´aire en grande de´formation mode´lise le comportement a` travers l’e´pais-
seur de la plaque (voir la loi tronque´e pre´sente´ dans le chapitre 14, page 174). Pour les
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directions planes (indique´es sur la figure 8.12-a), une rigidite´ 10 fois plus importante est
utilise´e (figure 8.12-c). Afin de bien observer l’influence du comportement isotrope trans-
verse nous pre´sentons e´galement les re´sultats obtenus pour un comportement isotrope
(figure 8.12-b).
(a) géométrie initiale
(b) après application
pression mécanique
cas isotrope
(c) après application
pression mécanique
cas isotrope transverse
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Figure 8.12 – Influence de la loi de comportement lors de l’essai de compression de la
plaque en grandes de´formations - (a) ge´ome´trie initiale, (b) compression isotrope et (c)
compression isotrope transverse.
Dans le cas de rigidite´ dans le plan d’isotropie (plan des nappes) plus importante que
dans l’e´paisseur (figure 8.12-c), les de´formations dans le plan sont plus faibles. Ainsi, la
courbure de la plaque ne produit plus un regroupement des e´le´ments sur la droite de la
plaque comme nous pouvions l’observer dans le cas isotrope (figure 8.12-c). La forme des
e´le´ments est beaucoup plus re´gulie`re. Les porosite´s sont elles aussi plus homoge`nes.
8.5 Conclusion
A travers les diffe´rents cas tests pre´sente´s dans cette partie, il apparaˆıt que la for-
mulation Lagrangienne Re´actualise´e employe´e pour le traitement des lois de comporte-
116
8.5. Conclusion
ment non-line´aires en grande de´formation (comportement hypoe´lastique) pre´sente une
tre`s bonne corre´lation avec les re´sultats obtenus par d’autres codes de calculs (SystusTM
et AbaqusTM). Nous avons e´galement pu valider cette formulation a` partir de re´sultats
analytiques sur des comportements simplifie´s (e´lastiques sans prise en compte des non-
line´arite´s ge´ome´triques). La formulation Lagrangienne Re´actualise´e de´veloppe´e ici permet
e´galement une inte´gration simplifie´e du mode`le de Terzaghi, le tenseur des contraintes
utilise´ dans la configuration re´actualise´e e´tant le tenseur des contraintes vraies de Cau-
chy. Enfin, cette formulation a e´te´ de´veloppe´e dans le cadre ge´ne´ral d’un comportement
tridimensionnel en grande de´formation. L’e´tude 3D de la compression d’un cube encastre´
en grande de´formation est pre´sente´e a` titre d’exemple sur la figure 8.13 pour un module
de Young de 266 kPa, un cœfficient de Poisson de 0, 3 et une pression normale de 10 kPa
(de´forme´e × 10). Les re´sultats obtenus pour ce cas test ont e´te´ confronte´s avec succe`s a`
ceux fournis par AbaqusTM.
encastrement
pression
(a) Conditions aux limites (b) Re´sultats - von Mises PRO-FLOTTM
Figure 8.13 – Compression d’un cube 3D encastre´ en grandes de´formations.
Le couplage de la de´formation des nappes avec l’e´coulement incompressible (vitesse-
pression) de la re´sine a` l’inte´rieur des pre´formes ne´cessite l’inte´gration d’une formulation
mixte afin d’optimiser la conservation de la masse d’une part (voir explications du pa-
ragraphe 2.3.2.4, page 29) et d’obtenir directement un champ de vitesses nodales pre´cis.
Ce champ pourra alors eˆtre utilise´ directement pour de´crire les conditions de continuite´
notamment entre la zone de re´sine seule et les pre´formes sature´es. Par ailleurs, la prise
en compte de l’e´coulement de Stokes a` l’exte´rieur des pre´formes requiert le meˆme type
de me´thode de`s que des ge´ome´tries 2D sont conside´re´es. Dans le chapitre suivant, une
description de la formulation mixte (( vitesse-pression )) utilise´e pour le traitement de
l’e´coulement incompressible est donc propose´e.
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9.1 Introduction
Comme nous l’avons indique´ dans le chapitre 5, partie II, la mode´lisation de l’e´coule-
ment incompressible est re´alise´e a` l’aide des e´quations de Stokes et de Darcy en re´gime
stationnaire, respectivement pour le milieu purement fluide et le milieu poreux. Lorsqu’un
proble`me de ce type est re´solu par la me´thode des e´le´ments finis, des difficulte´s de nature
purement nume´rique apparaissent. La discre´tisation par e´le´ments finis doit eˆtre choisie de
manie`re judicieuse afin de traiter le proble`me de l’incompressibilite´.
Ce chapitre est de´die´ a` la formulation nume´rique du proble`me vitesse-pression pour le
traitement des e´quations de Stokes et de Darcy. Apre`s une bre`ve revue bibliographique re-
lative au traitement de l’incompressibilite´, la me´thode mixte vitesse-pression employe´e ici
est pre´sente´e. Enfin, les re´sultats nume´riques sur des proble`mes tests relatifs aux e´quations
de Stokes et de Darcy sont pre´sente´s et commente´s.
9.2 Les e´quations a` re´soudre
La mode´lisation du proble`me d’e´coulement incompressible repose sur la re´solution des
e´quations de conservation de la quantite´ de mouvement et de conservation de la masse.
En me´canique des fluides, les de´formations sont telles que l’approche Eule´rienne (reposant
sur un domaine fixe) est pre´fe´re´e a` une approche Lagrangienne reposant sur le domaine
mate´riel. Par conse´quent, la matie`re qui s’e´coule est observe´e a` partir d’un point donne´
de l’espace. Ne´anmoins, ces approches peuvent eˆtre modifie´es et se baser sur un domaine
de re´fe´rence afin d’exprimer un e´coulement dans un domaine mobile (formulation ALE ).
L’annexe A.5 pre´cise l’origine de l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouve-
ment relative a` l’e´coulement en re´gime stationnaire d’un fluide Newtonien incompressible.
Comple´te´es de l’e´quation de conservation de la masse, les e´quations de Stokes consistent
a` re´soudre le syste`me suivant :
trouver v et p en tout point x ∈ Ω tel que
div (2 η D (v))−∇ p = 0
div v = 0
σ · n = t sur ∂Ωt
v = vd sur ∂Ωv
v ∈ C2 (Ω) et p ∈ C1 (Ω)
(9.1)
ou` v et p sont les champs de vitesse et de pression, η de´signe la viscosite´ dynamique, D
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est le tenseur des taux de de´formations eule´rien et σ le tenseur des contraintes vraies de
Cauchy. Il est clair que de`s que des e´coulements 2D ou 3D sont conside´re´s, une re´solution
analytique de l’e´coulement n’est plus possible, les e´quations de Stokes doivent eˆtre re´solues
a` l’aide d’une approche mixte ou` la vitesse et la pression sont re´solues en meˆme temps.
L’e´coulement d’un fluide Newtonien incompressible dans un milieu poreux a` faible per-
me´abilite´ suit une loi de conservation de la quantite´ de mouvement de Darcy (paragraphe
5.2 chapitre 5 partie II). Le syste`me a` re´soudre incluant e´galement la conservation de la
masse est formule´ de la manie`re suivante :
trouver v¯ et p en tout point x ∈ Ω tel que
η
K
v¯ +∇ p = 0
div v¯ = 0
σ · n = t sur ∂Ωt
v¯ = v¯d sur ∂Ωv
v¯ ∈ C1 (Ω) et p ∈ C1 (Ω)
(9.2)
ou` v¯ de´signe la vitesse en fuˆt vide ou vitesse macroscopique de´finie dans le chapitre 5 et
K est le tenseur de perme´abilite´ du milieu.
Classiquement les e´quations de conservation de la masse et de la quantite´ de mou-
vement de Darcy sont regroupe´es. Le syste`me consiste a` re´soudre alors l’e´quation de
Buckingham-Darcy, c’est a` dire un laplacien en vitesse (voir Annexe I). L’e´tude bibliogra-
phique pre´sente´e dans le paragraphe 2.3.2.4, page 29, indique que les me´thodes nume´riques
base´es sur la re´solution en deux phases a` partir de cette e´quation (pre´diction du champ de
pression puis du champ de vitesse) conduisent a` des impre´cisions en terme de conservation
de la masse. Ces impre´cisions peuvent eˆtre aise´ment amoindries de`s qu’une inte´gration
mixte (vitesse-pression) des e´quations de Darcy est re´alise´e. Dans le cas de Darcy, afin
de stabiliser le syste`me nume´rique en vitesse-pression obtenu, Masud et Hughes (2002),
proposent d’ajouter un terme de stabilisation directement dans la formulation faible des
e´quations de conservation de la masse.
D’un point de vue ge´ne´ral, depuis le de´but des anne´es 60, beaucoup de travaux sont
consacre´s au traitement des proble`mes en vitesse-pression. Dans le proble`me de Stokes,
l’incompressibilite´ est exprime´e au niveau de l’e´quation de conservation de la masse. Les
me´thodes de projection utilise´es par Gresho et Sani (2000) permettent de ge´rer l’incom-
pressibilite´ en introduisant un espace de vitesse a` divergence nulle (voir aussi Rabier
(2003), Rappaz et al. (1998)). Cette condition d’incompressibilite´ peut e´galement eˆtre
impose´e de plusieurs manie`res : par pe´nalisation, par la me´thode des multiplicateurs de
Lagrange et par la me´thode du Lagrangien augmente´. Les deux premie`res approches sont
les plus re´pandues dans la litte´rature.
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Une me´thode ge´ne´rale pour ge´rer l’e´coulement incompressible et re´soudre les e´quations
de Stokes et de Darcy en re´gime stationnaire est propose´e dans ce chapitre. Cette technique
est base´e sur une re´solution mixte vitesse-pression utilisant les e´le´ments P1+/P1 ou P1-
bulle/P1. Les de´veloppements the´oriques sont applique´s aux e´quations de Stokes puis
valide´s sur des cas test pour les e´coulements de Darcy et Stokes.
9.3 Formulation faible du proble`me de Stokes et dis-
cre´tisation par e´le´ments finis
La formulation faible du proble`me de Stokes correspondant au syste`me d’e´quation 9.1
conduit au syste`me suivant :
∀δv ∈ Eδv,∀δp,∫
Ω
2 η D (δv) : D (v) dv −
∫
Ω
p div δv dv =
∫
∂Ωt
η δv ·∇ v · n ds−
∫
∂Ωt
p δv · n ds
︸ ︷︷ ︸R
∂Ωt
δv·σ·n ds∫
Ω
δp div v dv = 0
δv ∈ Eδv = {δv ∈ H1 (Ω) /δv = 0 sur ∂Ωv}
v ∈ Ev =
{
v ∈ H1 (Ω) /v = vd sur ∂Ωv
}
(9.3)
ou` δp est un champ test associe´ a` p, δv est un champ test associe´ a` v qui s’annule sur
la frontie`re ∂Ωv s’il est e´gal a` la variation du champ re´el et D (v) =
1
2
(∇v +∇Tv) et
D (δv) = 1
2
(∇δv +∇T δv) sont les tenseurs des taux de de´formation eule´riens associe´s
respectivement au champ de vitesse v et au champ de vitesse virtuelle δv.
Pour re´soudre ce type de proble`me par la me´thode des e´le´ments finis, cette formulation
doit respecter la condition (( inf-sup )) de Brezzi-Babus˜ka (voir le paragraphe 9.4.2). Pour
que cette condition soit respecte´e, et ainsi assurer l’existence et l’unicite´ de la solution,
les champs de vitesse v et de pression p doivent eˆtre judicieusement choisis. En ge´ne´ral
les approximations du champ de vitesse vh et du champ test associe´ δvh sont re´alise´es a`
l’aide de la meˆme fonction d’interpolation N ei (l’exposant h de´signe l’approximation du
champ) :
{
vh (x)
}
=
nev∑
i=1
[N ei (x)]
{
vhi
}
(9.4)
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{
δvh (x)
}
=
nev∑
i=1
[N ei (x)]
{
δvhi
}
(9.5)
ou` N ei repre´sente la fonction de forme associe´e au nœud i qui appartient a` l’e´le´ment e
contenant lui meˆme nev degre´s de liberte´ associe´s au champ de vitesse.
Les champs δph associe´s a` la pression ph sont e´galement approxime´s de fac¸ons iden-
tiques :
ph (x) =
nep∑
i=1
M ei (x) p
h
i (9.6)
δph (x) =
nep∑
i=1
M ei (x) δp
h
i (9.7)
ou` M ei repre´sente la fonction de forme associe´e au nœud i qui appartient a` l’e´le´ment e
contenant lui meˆme nep degre´s de liberte´ associe´s au champ de pression.
Ainsi apre`s assemblage le syste`me a` re´soudre devient :[
[Krd] [Kic]
T
[Kic] [0]
]{
{v}
{p}
}
=
{
{F}
{0}
}
(9.8)
ou` :
– [Krd] de´signe la matrice de rigidite´,
– [Kic] de´signe la matrice d’incompressibilite´,
– {F} de´signe le vecteur sollicitations exte´rieures.
La matrice de rigidite´ [Krd] est obtenue dans une base carte´sienne orthonorme´e par :
[Krd] =
elts∑
e=1
[Kerd] (9.9)
avec ([Kerd])ij =
 2 k11 + k22 + k33 k12 k13k21 k11 + 2 k22 + k33 k23
k13 k12 k11 + k22 + 2 k33

ou` kmn =
∫
Ωe
η
∂Nei
∂xm
∂Nej
∂xn
dv
La matrice d’incompressibilite´ est de´termine´e comme suit :
[Kic] =
elts∑
e=1
[Keic] (9.10)
avec ([Keic])ij =
[
d1 d2 d3
]
ou` dm =
∫
Ωe
M ei
∂Nej
∂xm
dv
123
Chapitre 9. E´coulement incompressible de la re´sine
Enfin, le vecteur sollicitation exte´rieure contient les conditions aux limites de type Neu-
mann :
{F} =
elts∑
e=1
{Fe} (9.11)
avec ([Fe])i =

f1
f2
f3
 ou` fm = ∫∂Ωe∩∂Ωt N ei t · xm︸ ︷︷ ︸
tm
dv
Paralle`lement aux proble`mes lie´s aux choix des champs d’interpolations des vitesses
et des pressions que nous avons mentionne´s, le syste`me 9.8 fait apparaˆıtre des termes
diagonaux nuls. Ces termes vont poser des difficulte´s lors de l’utilisation de me´thodes
nume´riques.
9.4 Traitement de l’incompressibilite´
La contrainte d’incompressibilite´ correspondant a` l’e´quation de conservation de la
masse peut eˆtre traite´e par diffe´rentes techniques. Dans cette partie nous pre´sentons les
principales me´thodes de traitement de l’incompressibilite´, la me´thode de pe´nalite´, les
me´thodes mixtes vitesse-pression par les multiplicateurs de Lagrange et la me´thode du
Lagrangien augmente´, avant d’exposer la me´thode retenue dans cette analyse : la me´thode
mixte vitesse-pression base´e sur l’e´le´ment P1+/P1 ou P1-bulle/P1.
9.4.1 Me´thode de pe´nalite´
9.4.1.1 Principe
La me´thode de pe´nalisation repose sur une e´quation d’e´tat nume´rique couplant le
champ de vitesse v ou champ de pression p via un cœfficient de pe´nalisation α (Reddy et
Gartling (2001)) :
α div v + p = 0 (9.12)
L’incompressibilite´ est d’autant mieux satisfaite que α est grand. Typiquement, le
cœfficient de pe´nalisation α prend des valeurs comprises entre 107 et 109 (Rabier (2003)).
En inte´grant l’e´quation d’e´tat nume´rique (Eq. 9.12) dans la forme faible du syste`me
d’e´coulement incompressible de Stokes (Eq. 9.3) :
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∀δv ∈ Eδv,∀δp,∫
Ω
2 η D (δv) : D (v) dv −
∫
Ω
α div δv div v dv =
∫
∂Ωt
δv · σ · n ds
δv ∈ Eδv = {δv ∈ H1 (Ω) /δv = 0 sur ∂Ωv}
v ∈ Ev =
{
v ∈ H1 (Ω) /v = vd sur ∂Ωv
}
(9.13)
En utilisant les approximations introduites dans les e´quations 9.4 et 9.5 pour le champ
de vitesse et le champ test associe´, le syste`me d’e´quation a` re´soudre devient le suivant :
[Krd] · {v}+ α [Kin] · {v} = {F} (9.14)
La matrice de raideur [Krd] et le vecteur sollicitation exte´rieure {F} restent inchange´s
par rapport a` la de´finition donne´e en 9.9 et 9.11. Par contre, la matrice issue du traitement
de l’incompressibilite´ [Kin] est obtenue dans une base carte´sienne orthonorme´e directe
par :
[Kin] =
elts∑
e=1
[Kein] (9.15)
avec ([Kein])ij =
 k¯11 k¯21 k¯31k¯21 k¯22 k¯23
k¯31 k¯32 k¯33
 ou` k¯mn = ∫
Ωe
∂Nej
∂xm
∂Nej
∂xn
dv
9.4.1.2 Inte´gration re´duite
Pour de tre`s grandes valeurs de α, l’e´quation 9.14 devient (Zienkiewicz et Taylor
(2000)) :
[Kin] · {v} = 0 (9.16)
Cette e´quation joue le roˆle d’une contrainte d’incompressibilite´. Une solution e´vidente
est {v} = {0} si [Krd] est inversible, mais ce champ de vitesse ne respecte pas ne´cessai-
rement l’e´quilibre des efforts, car {v} doit e´galement satisfaire :
[Krd] · {v} = {F} (9.17)
Pour e´viter cette situation, il est donc ne´cessaire que le nombre de relations d’in-
compressibilite´ a` satisfaire dans [Kin] soit infe´rieure au nombre d’inconnues du syste`me
ainsi :
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[Kin] · {v} = {0} ; {v} = {0} (9.18)
[Kin] est forme´e par l’assemblage des relations d’incompressibilite´s line´airement inde´-
pendantes de´finies en chacun des points d’inte´gration du maillage. Il est donc ne´cessaire
que le nombre de points d’inte´grations nume´riques (ou l’on re´sout effectivement la relation
d’incompressibilite´) soit infe´rieur au nombres d’inconnues ({δv} ou {v}). Ce qui n’est pas
toujours le cas comme le montre la figure 9.1-a Dans le cas contraire, un phe´nome`ne de
verrouillage peut conduire a` de fortes variations de contraintes au travers du maillage.
point d’intégration
nœud
(a) (b)
- 36 degrés de liberté inconnus
- 100 points de Gauss
- 36 degrés de liberté inconnus
- 25 points de Gauss
Figure 9.1 – Maillage constitue´ de quadrangles line´aires a` 4 points de Gauss (a) et a` 1
point de Gauss (b) : inte´gration re´duite (Feulvarch (2005)).
La me´thode RIP (Reduced Integration Penalty Method) consiste a` diminuer le nombre
de contraintes d’incompressibilite´ a` satisfaire en re´duisant le nombre de points d’inte´gra-
tion comme sche´matise´ sur la figure 9.1-b (Reddy et Gartling (2001)). Ainsi la condition
9.18 est respecte´e et le phe´nome`ne de blocage est e´limine´. En revanche, l’unicite´ de la so-
lution n’est pas ne´cessairement assure´e pour l’e´quation 9.17. Des modes parasites peuvent
apparaˆıtre si [Krd] est calcule´ a` partir d’un sche´ma re´duit. Ce phe´nome`ne est identique a`
celui de l’hourglass pour les formulations Lagrangiennes, i.e. des modes de de´formations
a` (( e´nergie nulle )). Il peut eˆtre traite´ notamment en re´duisant le nombre de points d’in-
te´gration uniquement pour le calcul de [Kin]. Cependant, il n’est pas toujours possible
de re´duire le nombre de contraintes d’incompressibilite´. Ainsi un maillage re´alise´ a` l’aide
de triangles a` inte´grations re´duites13 pre´sente un nombre de contraintes a` satisfaire de 50
13Nous remarquerons qu’un seul point de Gauss suffit pour l’inte´gration de la rigidite´ mais ne suffit
pas pour l’inte´gration de la masse. Nous appellerons l’e´le´ment triangle a` un point de Gauss l’e´le´ment a`
inte´gration re´duite.
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pour 36 degre´s de liberte´ (voir figure 9.2). Il ne permet pas de satisfaire la relation 9.18.
Le traitement de l’incompressibilite´ d’un e´coulement d’un mate´riau me´tallique plastique
parfait par la me´thode de pe´nalite´ a` inte´gration re´duite ne peut donc pas eˆtre re´alise´ a`
l’aide de maillages triangles line´aires.
point d’intégration
nœud
(a) (b)
- 36 degrés de liberté inconnus
- 150 points de Gauss
- 36 degrés de liberté inconnus
- 50 points de Gauss
Figure 9.2 – Maillage constitue´ de triangles line´aires a` 3 points de Gauss (a) et a` 1 point
de Gauss (b) : inte´gration re´duite (Feulvarch (2005)).
9.4.1.3 Conclusion sur la me´thode de pe´nalite´
Cette me´thode est actuellement l’une des me´thodes les plus utilise´es dans les codes
de calcul par e´le´ments finis en raison de sa simplicite´ de mise en œuvre. En particulier,
cette technique ne ne´cessite pas d’introduction de variables supple´mentaires dans le pro-
ble`me par e´le´ments finis. En revanche le choix du parame`tre de pe´nalisation pre´sente un
inconve´nient majeur. Un parame`tre de pe´nalisation e´leve´ permet de satisfaire correcte-
ment la condition d’incompressibilite´, cependant le syste`me devient tre`s mal conditionne´
et conduit a` de nombreux proble`mes nume´riques lors de la re´solution. Inversement, un
parame`tre trop faible conduit a` un mauvais traitement de l’incompressibilite´.
9.4.2 Condition de Brezzi-Babus˜ka
Lors de l’e´criture de la formulation variationnelle du proble`me de Stokes nous avons
signale´ que les espaces des fonctions d’interpolation des vitesses et des pressions devaient
satisfaire la condition dite de Brezzi-Babus˜ka afin d’assurer l’existence et l’unicite´ de la
solution. Cette condition est relativement difficile a` manipuler. Une expression the´orique
de cette condition peut eˆtre retrouve´e dans la litte´rature (Arnold et al. (1984)). Ici, nous
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nous proposons de mettre simplement en e´vidence les conse´quences qu’elle implique sur la
discre´tisation. Comme nous l’avons vu lors du traitement de la me´thode de pe´nalisation a`
inte´gration re´duite, il est ne´cessaire que le nombre de contraintes d’incompressibilite´ soit
infe´rieur au nombre d’inconnues en vitesse :
[Kic] · {v} = {0} ; {v} = {0} (9.19)
Pour e´viter l’apparition de phe´nome`nes de blocage, et de modes de pressions parasites,
il est donc ne´cessaire que le nombre d’inconnues en pression (ou le nombre de contraintes
d’incompressibilite´ au regard du syste`me 9.8) soit strictement infe´rieur au nombre d’in-
connues en vitesse. Cette condition n’assure pas l’unicite´ de la solution. Le respect de la
condition de Brezzi-Babus˜ka ne´cessite e´galement l’implication suivante :
[Kic]
T · {p} = {0} ⇒ {p} = {0} (9.20)
Dans la litte´rature, les e´le´ments finis P1+/P1, P1-bulle/P1 et P2/P1 (e´le´ments de
Taylor Hood - Taylor et Hood (1973)) respectent la condition de Brezzi-Babus˜ka. Il en
existe d’autres. En particulier, il a e´te´ montre´ the´oriquement et nume´riquement qu’il suffit
que l’approximation de la vitesse soit d’un ordre supe´rieur a` celle de la pression (Reddy
et Gartling (2001)).
9.4.3 Me´thode des multiplicateurs de Lagrange
Dans ce cas l’e´quation d’e´tat nume´rique est simplement la conservation de la masse :
div v = 0 (9.21)
Le syste`me a` re´soudre est le suivant :[
[Krd] k [Kic]
T
k [Kic] [0]
]{
{v}
1
k
{p}
}
=
{
{F}
{0}
}
(9.22)
Le facteur k introduit dans 9.22 permet d’adimensionner le syste`me. Ici la pression {p}
joue le roˆle d’un multiplicateur de Lagrange. L’une des difficulte´s de cette me´thode est
qu’elle fait apparaˆıtre des termes diagonaux nuls dans le premier membre. Cette difficulte´
peut eˆtre contourne´e en renume´rotant astucieusement les e´quations a` re´soudre. Cette
me´thode pre´sente l’inconve´nient majeur de rajouter une inconnue dans le syste`me : la
pression. Classiquement des me´thodes de re´solution base´es sur un algorithme d’Uzawa
sont utilise´es (Rappaz et al. (1998)).
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9.4.4 Me´thode du Lagrangien augmente´
La me´thode du Lagrangien augmente´ combine la me´thode de pe´nalite´ a` la me´thode des
multiplicateurs de Lagrange. L’ide´e est de rajouter un terme pe´nalise´ au multiplicateur,
en l’occurrence ici la pression. L’e´quation d’e´tat nume´rique est la meˆme que celle utilise´e
dans la me´thode a` inte´gration re´duite :
α div v + p = 0 (9.23)
Le syste`me suivant en (( vitesse-pression )) doit alors eˆtre re´solu :[
[Krd] k [Kic]
T
k [Kic]
k2
α({p}) [I]
]{
{v}
1
k
{p}
}
=
{
{F}
{0}
}
(9.24)
Dans ce cas, le choix du parame`tre de pe´nalite´ α est moins critique. Comme dans
la me´thode de pe´nalite´ a` inte´gration re´duite, un cœfficient e´leve´ assurera un traitement
correct de l’incompressibilite´ mais impliquera des difficulte´s nume´riques (mauvais condi-
tionnement de la matrice). En revanche un cœfficient trop faible engendrera un mauvais
traitement de l’incompressibilite´. Ici le syste`me est bien conditionne´ car la pe´nalite´ s’ajuste
en fonction de la valeur du multiplicateur de Lagrange dans un sche´ma de re´solution ite´-
ratif. La formulation mixte vitesse-pression base´e sur l’e´le´ment P1+/P1 et P1-bulle/P1
que nous allons utiliser dans cette e´tude pour traiter les e´quations de Stokes et de Darcy
conduit a` l’utilisation d’un syste`me e´le´ment fini dont la forme est proche de celle obtenue
avec la me´thode du Lagrangien augmente´.
9.5 Les e´le´ments P1+/P1 et P1-bulle/P1
9.5.1 Discre´tisation de la vitesse et de la pression
Les e´le´ments retenus pour l’inte´gration nume´rique des e´quations de Stokes sont l’e´le´-
ment P1+/P1 et P1-bulle/P1 introduit par Arnold et al. (1984). Ces e´le´ments proposent
une inte´gration line´aire des champs de vitesse et de pression avec un degre´ d’interpola-
tion supple´mentaire au centre de l’e´le´ment pour enrichir le champ de vitesse. Ainsi, ils
permettent a` la fois de satisfaire la condition de Brezzi-Babus˜ka dans le sens ou` le degre´
d’interpolation du champ de vitesse est supe´rieur au degre´ d’interpolation du champ de
pression, et de re´soudre les proble`mes nume´riques dus a` la pre´sence de termes diagonaux
nuls (Perchat (2000)). Pierre (1995) a ge´ne´ralise´ les re´sultats d’Arnold et a montre´ la sta-
bilite´ de ces e´le´ments pour une approximation conforme (ve´rification de la condition de
Brezzi-Babusˆka). Cet auteur a e´galement prouve´ la possibilite´ d’utiliser une approxima-
tion non conforme a` condition de satisfaire la proprie´te´ d’orthogonalite´ de l’e´le´ment (voir
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paragraphe 9.5.3.1). Les espaces d’approximations sont de´finis sur une triangularisation
Th (Ω) du domaine. Pour chaque e´le´ment, une fonction d’interpolation est associe´e a` la
vitesse v et a` la pression p. Ces sous espaces d’approximations doivent ve´rifier :
Ehp ⊂ Ep avec p ∈ Ep = {p ∈ L2 (Ω)}
Ehv ⊂ Ev avec v ∈ Ev =
{
v ∈ H1 (Ω) /v = vd sur ∂Ωv
} (9.25)
pression vitesse
3
21
b 1
2
3
4
b1
e
Ω
3
e
Ω
4
e
Ω
(a) (b)
(P1+/P1)
(P1-bulle/P1) (P1+/P1)
(P1-bulle/P1)
Figure 9.3 – E´le´ment P1+/P1 et P1-bulle/P1 dans le repe`re de re´fe´rence (ξ, η, ζ) : (a)
e´le´ment triangle, (b) e´le´ment te´trae`dre.
Par exemple pour les e´le´ments P1+/P1 et P1-bulle/P1 2D et 3D pre´sente´s sur la figure
9.3, les fonctions d’interpolation suivantes sont choisies pour l’approximation des champs
de pression ph(x) et de vitesse
{
vh(x)
}
:
ph(x) =
ne∑
i=1
Ni(x) pi (9.26)
{
vh(x)
}
=
{
vhl (x)
}
+
{
vhb (x)
}
=
ne∑
i=1
[Ni(x)] {vli}+ [Nb(x)] {vb} (9.27)
Les champs test associe´s δph(x) et δ
{
vh(x)
}
s’e´crivent :
δph(x) =
ne∑
i=1
Ni(x) δpi (9.28)
{
δvh(x)
}
=
{
δvhl (x)
}
+
{
δvhb (x)
}
=
ne∑
i=1
[Ni(x)] {δvli}+ [Nb(x)] {δvb} (9.29)
La fonction de forme pour le degre´ de liberte´ supple´mentaire en vitesse (Nb) est appele´e
fonction bulle. Cette fonction est e´gale a` 1 au centre de l’e´le´ment et s’annule sur ses
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bords. Son choix e´tant libre, la litte´rature propose diffe´rents types de fonctions dites
bulles permettant de satisfaire cette condition :
– Fonctions Hie´rarchiques :Nb = 3 Min (N1, N2, N3) en 2D etNb = 4 Min (N1, N2, N3, N4)
en 3D. Cette fonction pre´sente l’avantage de fournir le meˆme ordre d’inte´gration pour
les fonctions bulles que pour les vitesse et les pressions (voir figure 9.4-b). L’e´le´ment
est appele´ e´le´ment P1+/P1.
– Polynoˆme : Nb = 27 N1 N2 N3 en 2D et Nb = 256 N1 N2 N3 N4 en 3D. Bien que sa
stabilite´ ait e´te´ prouve´e (Arnold et al. (1984)), dans le cadre d’e´le´ments line´aires,
le choix d’une bulle e´leve´e est source de proble`mes nume´riques. Elle ne´cessite une
inte´gration nume´rique plus pre´cise, fait craindre l’apparition d’instabilite´s dues a`
l’association des fonctions line´aires et cubiques mais surtout engendre un surcouˆt de
calcul important pour une simple correction de vitesse (voir figure 9.4-a). L’e´le´ment
est appele´ e´le´ment P1-bulle/P1.
– . . . .
eta
10,80,60,40,20
0
0,2
0,2
0,4
0,6
0,4
z
0,8
1
0,6
zeta 0,8
1
(a)
1
eta
0,80,60,40,20
00
0,2
0,4
0,2
0,6
0,8
z
0,4
1
0,6
zeta 0,8
1
(b)
Figure 9.4 – Choix de la fonction d’interpolation pour le degre´ bulle dans le cas d’un
e´le´ment triangle 2D - (a) polynoˆme de degre´ 3, (b) fonctions hie´rarchiques.
Dans la suite les approximations utilisant des fonctions polynomiales et hie´rarchiques
sont utilise´es et compare´es nume´riquement. Une repre´sentation des deux fonctions bulles
propose´es ici est donne´e pour un e´le´ment triangle sur la figure 9.4.
9.5.2 Conditions aux limites
Hormis les conditions aux limites indique´es dans le syste`me 9.1, page 120, il faut noter
que pour un fluide incompressible, en l’absence de surface libre, la pression est connue
a` une constante pre`s que l’on fixe en un point du maillage, ge´ne´ralement sur le bord du
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domaine, ou encore en imposant que la pression moyenne sur le domaine soit e´gale a`
(Rappaz et al. (1998)) : ∫
Ω
p dV = 0 (9.30)
9.5.3 Formulation faible du proble`me discret
9.5.3.1 La proprie´te´ d’orthogonalite´
Lorsque des fonctions hie´rarchiques sont utilise´es (P1+/P1), la fonction de forme as-
socie´e au nœud bulle n’est pas de´rivable sur l’ensemble de l’e´le´ment comme le montre la
figure 9.4-b dans le cas d’un e´le´ment 2D triangle. Les quantite´s e´le´mentaires ne peuvent
donc pas eˆtre inte´gre´es a` partir d’un seul point de Gauss situe´ au centre de l’e´le´ment
comme c’est habituellement le cas pour les e´le´ments triangles et te´trae`dres a` approxi-
mation line´aire. Dans le cas du triangle (respectivement du te´trae`dre), cette fonction est
continue et de´rivable sur 3 sous-domaines Ωe1, Ω
e
2 et Ω
e
3 (respectivement 4 sous-domaines
Ωe1, Ω
e
2, Ω
e
3 et Ω
e
4) et de surface e´gale sur lesquels (voir figure 9.3-a) :
Nb = 3 N1 = 3 (1− η − ξ) sur Ωe1
Nb = 3 N2 = 3 η sur Ω
e
2
Nb = 3 N3 = 3 ξ sur Ω
e
3
(9.31)
La de´composition en 4 sous-te´trahe`dre est identique pour le te´trae`dre P1+/P1. L’in-
te´gration peut donc eˆtre mene´e a` partir d’un sche´ma a` 1 point de Gauss sur chacun des
sous domaines. Dans le cas du triangle, nous pouvons e´crire :
∀m ∈ (1, 2, 3)
∫
Ωe
∂Nb
∂xm
dv =
3∑
j=1
∫
Ωej
∂Nb
∂xm
dv =
3∑
j=1
∂Nb
∂xm
Ωej =
Ωe
3
3∑
j=1
3 ∂Nj
∂xm
(9.32)
3∑
j=1
Nj = 1 ⇒
3∑
j=1
3
∂Nj
∂xm
= 0
d’apre`s 9.32→
∫
Ωe
∂Nb
∂xm
dv = 0 (9.33)
Cette relation est une illustration de la proprie´te´ d’orthogonalite´ de l’approximation
hie´rarchique (Heinrich (2003)) qui s’e´nonce ainsi : Pour tout tenseur C constant sur l’e´le´-
ment Ωe la relation suivante sera ve´rifie´e :∫
Ωe
C : D
(
vhb
)
= 0 (9.34)
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Concernant l’e´le´ment P1-bulle/P1 utilisant une approximation polynomiale pour l’in-
terpolation de la vitesse bulle, nous pouvons e´galement de´montrer facilement la proprie´te´
d’orthogonalite´. Nous pourrons par exemple ve´rifier la double inte´grale suivante dans le
triangle de re´fe´rence 2D :
ζ=1∫
ζ=0
η=1−ζ∫
η=0
∂Nb
∂ζ
dη dζ = 0
9.5.3.2 La formulation faible
Dans cette analyse, nous nous inte´ressons a` la forme faible (( vitesse-contrainte )) des
e´quations de Stokes. La forme en pression e´galement e´tudie´e dans ce travail a e´te´ de´ve-
loppe´e dans le cadre de la validation du cas test de Poiseuille (voir paragraphe 9.39, page
136). Elle n’est pas pre´sente´e dans ce manuscrit mais les principes restent les meˆmes.
Compte tenu de la discre´tisation choisie (Eqs. 9.26, 9.28, 9.27 et 9.29), la formulation
faible du proble`me de Stokes (9.3) s’e´crit :
∀δvhl ,∀δvhb ,∀δph,∫
Ω
2 η D
(
δvhl
)
: D
(
vhl + v
h
b
)
dv −
∫
Ω
ph div δvhl dv =
∫
∂Ωt
δv · σ · n ds∫
Ω
2 η D
(
δvhb
)
: D
(
vhl + v
h
b
)
dv −
∫
Ω
ph div δvhb dv = 0∫
Ω
δph div vhl dv +
∫
Ω
δph div vhb dv = 0
δvhl ∈ Eδvhl =
{
δvhl ∈ H1 (Ω) /δvhl = 0 sur ∂Ωvhl
}
vhl ∈ Evhl =
{
vhl ∈ H1 (Ω) /vhl = vhdl sur ∂Ωvhl
}
δvhb ∈ Eδvhb =
{
δvhb ∈ H1 (Ω) /δvhb = 0 sur ∂Ωvhb
}
vhb ∈ Evhb =
{
vhb ∈ H1 (Ω) /vhb = 0 sur ∂Ωvhb
}
(9.35)
Soit sous forme matricielle : [Krdll ] [Kcrlb ]
[
Kinlp
]T
[Kcrbl ] [Krdbb ]
[
Kinbp
]T[
Kinpl
] [
Kinpb
]
[0]


{vl}
{vb}
{p}
 =

{F}
{0}
{0}
 (9.36)
Dans ce syste`me la matrice [Kcrbl ] est de´finie de la meˆme manie`re que la matrice de
raideur [Krd] utilise´e dans la me´thode de pe´nalite´ (Eq. 9.9).
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9.5.3.3 Re´solution du proble`me faible discret
Dans le cas des fonctions d’interpolation polynomiales (P1-bulle/P1) et hie´rarchiques
(P1+/P1) de´veloppe´es, la proprie´te´ d’orthogonalite´ (Eq. 9.34) est ve´rifie´e. Le champ de
vitesse est discre´tise´ selon l’e´quation 9.27. Le champ vhl e´tant line´aire, D
(
vhl
)
est constant
sur l’e´le´ment Ωe :
∫
Ωe
D
(
vhl
)
: D
(
vhb
)
= 0 (9.37)
Le terme croise´ [Kcrbl ] du syste`me 9.36 s’annule et le proble`me discret s’e´crit :
 [Krdll ] [0]
[
Kinlp
]T
[0] [Krdbb ]
[
Kinbp
]T[
Kinpl
] [
Kinpb
]
[0]


{vl}
{vb}
{p}
 =

{F}
{0}
{0}
 (9.38)
En se plac¸ant au niveau e´le´mentaire, la contribution de la fonction bulle peut eˆtre e´limine´e
par condensation statique. Ainsi la ligne associe´e a` {veb}, permet d’exprimer la vitesse bulle
en fonction des autres termes :
{veb} = −
[
Kerdbb
]−1 [
Keinbp
]T
{pe}
Soit au niveau de chaque e´le´ment : [Kerdll] [Keinlp]T[
Keinpl
] [
Cepp
]
{ {vel }
{pe}
}
=
{
{Fe}
{0}
}
avec
[
Cepp
]
= −
[
Keinpb
] [
Kerdbb
]−1 [
Keinbp
]T
.
Apre`s assemblage sur chaque e´le´ment la me´thode mixte vitesse-pression base´e sur
l’e´le´ment P1+/P1 ou l’e´le´ment P1-bulle/P1 permet d’obtenir un syste`me proche de celui
obtenu avec une me´thode dite du Lagrangien augmente´ (Eq. 9.24). Ne´anmoins, ici la
sous matrice
[
Cepp
]
n’est pas diagonale mais est judicieusement choisie et correspond a` la
contribution de la fonction bulle. L’absence de termes diagonaux nuls permet l’utilisation
de me´thodes de re´solutions nume´riques classiques sans pre´-traitement du syste`me global.
Perchat (2000) propose une stabilisation des oscillations en pression en introduisant un
terme de pe´nalite´ au niveau de la matrice
[
Cepp
]
mais les conse´quences de l’introduction
de cette pe´nalite´ sur nos re´sultats n’a pas e´te´ e´tudie´e en de´tail.
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9.5.4 Inte´gration du terme
∫
Ω
δph div vhb dv
Ici, a` titre d’exemple, nous nous inte´ressons a` l’inte´gration du terme
∫
Ω
δph div vhb dv.
Dans le cas de l’utilisation d’un e´le´ment P1-bulle/P1, l’inte´gration du champ bulle est
re´alise´e a` l’aide d’un polynoˆme d’ordre 3 de´fini et continu sur tout l’e´le´ment. Un sche´ma
d’inte´gration classique a` trois points de Gauss est utilise´.
L’inte´gration de ce terme a` l’aide des fonctions hie´rarchiques (e´le´ment P1+/P1) conduit
a` des difficulte´s nume´riques lie´es a` la pre´sence d’une fonction d’interpolation discontinue
pour le champ de vitesse bulle. Dans ce cas, les 3 points de Gauss (ou le point de Gauss
dans le cas d’un sche´ma re´duit) vont eˆtre situe´s sur les areˆtes de la pyramide (voir figure
9.4-b). Pour re´aliser l’inte´gration de ce terme, chaque e´le´ment Ωe est divise´ en sous e´le´-
ments Ωe1, Ω
e
2 et Ω
e
3. Sur chaque sous e´le´ment, l’inte´gration est re´alise´e a` l’aide d’un seul
point de Gauss situe´ au centre de l’e´le´ment. Les trois nouveaux points de Gauss ainsi
de´finis sont repre´sente´s pour l’e´le´ment de re´fe´rence sur la Figure 9.5. Le nouveau sche´ma
utilise´ correspond aux points de Gauss rouges de la figure 9.5.
1
2
3
1’
2’3’
 

Anciens points de Gauss (en bleu)
Nouveaux points de Gauss (en rouge)
(a)
Figure 9.5 – Nouveau sche´ma d’inte´gration pour l’e´le´ment P1+/P1.
En posant les champs d’interpolation suivants :
phb = [N ] · pe
vhb =
 Nb 0 00 Nb 0
0 0 Nb
 ·

ve
h
bx
ve
h
by
ve
h
bz

D’une manie`re ge´ne´rale pour l’e´le´ment triangle a` trois nœuds :
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[
Keinlp
]
=
 N1
∂Nb
∂x
N1
∂Nb
∂y
N1
∂Nb
∂z
N2
∂Nb
∂x
N2
∂Nb
∂y
N2
∂Nb
∂z
N3
∂Nb
∂x
N3
∂Nb
∂y
N3
∂Nb
∂z

Pour chaque sous triangle, les valeurs correspondantes des fonctions d’interpolations
sont utilise´es.
9.6 Validation
Les e´quations de Stokes et de Darcy ont e´te´ inte´gre´es a` PRO-FLOTTM en utilisant les
deux me´thodes pour la fonction bulle (fonction polynomiale et fonctions hie´rarchiques).
Ici, les re´sultats obtenus sur des cas tests sont compare´s a` des re´sultats analytiques et
nume´riques afin d’attribuer un label de qualite´ au solveur de´veloppe´.
9.6.1 E´quation de Stokes
9.6.1.1 E´coulement de Poiseuille
La plupart des logiciels de simulation de proce´de´s d’injection (par exemple FORGE
3TM) utilisent une formulation dite en pression. Dans ces proce´de´s, la pression appa-
raˆıt souvent comme un parame`tre d’entre´e du syste`me. Lorsque la formulation faible
traditionnelle du proble`me de Stokes est conside´re´e, l’utilisation d’une condition de Di-
richlet en pression implique l’annulation du champ test associe´ δp. Dans ce cas, le se-
cond membre de l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement ne s’annule pas∫
∂Ωt
δv · σ · n ds 6= 0. Il est ne´cessaire d’imposer la condition en pression e´galement en tant
que condition de Neumann. Finalement deux ope´rations sont ne´cessaires pour imposer
une pression. La formulation en pression consiste a` re´aliser l’inte´gration par partie sur le
terme associe´ a` la conservation de la masse. Le syste`me obtenu est le suivant :
∀δv,∀δp,∫
Ω
2 η D (δv) : D (v) dv +
∫
Ω
δv ·∇ p dv =
∫
∂Ωt
2 η δv ·D (v) · n ds∫
Ω
v ·∇ δp dv =
∫
Ω
δp v · n dv
δp ∈ Eδp = {δp ∈ H1 (Ω) /δp = 0 sur ∂Ωp}
p ∈ Ep =
{
p ∈ H1 (Ω) /p = pd sur ∂Ωp
}
(9.39)
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Ainsi lorsque la pression est impose´e, le second membre de l’e´quation de conservation
de la masse s’annule. Si aucune condition de Neumann n’est impose´e, le second membre
de l’e´quation de la conservation de la quantite´ de mouvement s’annule. Cela signifie que
les gradients de vitesses a` travers les frontie`res sont nuls, i.e. pas de discontinuite´ de la
vitesse a` travers la surface. Cette formulation est applique´e dans le cadre du traitement
du cas test de Poiseuille pre´sente´ dans l’Annexe I.1. Pour ce cas test, il existe une solution
analytique. Ainsi pour une boite carre´e de 1× 1 m2 , avec une viscosite´ η = 1 Pa.s, une
pression en entre´e pi = 1Pa et une pression en sortie pf = 0, la vitesse suivant x au centre
de la boite vx(0) s’e´crit :
vx(0) = − 1
2 η
pf − pi
l
h2
4
=
1
8
= 0, 125m/s
La figure 9.6-a pre´sente les re´sultats nume´riques obtenus pour un e´coulement de Poi-
seuille en supposant les vitesses tangentielles nulles sur les faces d’entre´e et de sortie
(Duvaut (1999)). Ces re´sultats sont compare´s avec succe`s aux re´sultats analytiques pre´-
sente´s dans l’annexe I.1 (voir figure 9.6-b). Ces re´sultats sont identiques pour les deux
types de fonction bulle utilise´s (fonctions polynomiales ou fonctions hie´rarchiques). La
figure 9.7 pre´sente les re´sultats obtenus lorsque les conditions tangentielles en vitesse au
niveau des faces d’entre´e et sortie sont libres. Les caracte´ristiques de l’effet fontaine ont
e´te´ e´tudie´es plus pre´cise´ment dans les travaux de Bigot (2001). Ces effets expliquent la
pre´sence d’un profil d’e´coulement parabolique.
9.6.1.2 Cavite´ ferme´e
La cas test de la cavite´ ferme´e pre´sente´e sur la figure 9.8-a consiste a` appliquer une
vitesse de cisaillement sur la partie supe´rieure d’une cavite´ ferme´e. Deux types de condi-
tions limites peuvent eˆtre applique´s sur les trois autres bords de la cavite´. Soit une vitesse
normale nulle est conside´re´e, dans ce cas l’e´coulement tangentiel de fluide est possible.
Soit une condition d’adhe´rence est applique´e sur la vitesse tangentielle (par exemple une
vitesse nulle) en plus de la condition sur la vitesse normale. Un exemple de re´sultat est
donne´ sur la figure 9.8-b. Ce cas test a e´te´ valide´ par comparaison avec les re´sultats fournis
par le code commercial FEM-LABTM.
Les e´le´ments P1+/P1 et P1-bulle/P1 sont compare´s pour des vitesses tangentielles
nulles (figure 9.9-a) et des vitesses tangentielles libres (figure 9.9-b). Les re´sultats ob-
tenus montrent une bonne corre´lation entre les deux codes de calcul pour l’utilisation
de fonctions hie´rarchiques (P1+/P1). Les re´sultats obtenus indiquent probablement l’ap-
parition de difficulte´s nume´riques et d’instabilite´s dans le cas de l’e´le´ment P1-bulle/P1
dues a` la pre´sence simultane´e de fonctions line´aires et cubiques mais les re´sultats restent
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0.125
vitesse
100
pression
0.0626 0.5
(a) Champ de vitesse et de pression obte-
nus sur le cas test de Poiseuille
(b) Comparaison de re´sultats nume´riques et
analytiques pour le champ de vitesse vx(y)
Figure 9.6 – E´coulement de Poiseuille : formulation en pression.
Sens de l’écoulement
Fluide
0
vitesse
0.0719 0.144
(a) Principe de l’effet fontaine : allure du
champ de vitesse au niveau du front de fluide
(b) Mise en e´vidence de l’effet fontaine sur
le cas test de Poiseuille
Figure 9.7 – Effet fontaine lors de l’e´coulement de poiseuille.
qualitativement bons dans ce cas.
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vitesse
0.50 1
(a) Conditions aux limites lors du test de la
cavite´ ferme´e
(b) Re´sultats obtenus avec des fonctions
hierarchiques
Figure 9.8 – Cas test de la cavite´ ferme´e : (a) le cas test, (b) exemple de re´sultats.
(a) Condition d’adhe´rence : vitesse normale
et tangentielle nulle
(b) Condition de glissement : vitesse nor-
male nulle
Figure 9.9 – Comparaison des re´sultats obtenus sur FEMLABTM et sur PRO-FLOTTM
avec les deux types d’e´le´ments bulles de´veloppe´s.
9.6.1.3 Un autre exemple d’application
D’autres cas tests permettent de valider la formulation mixte (( vitesse-pression )). Le
cas test de couette pre´sente´ en annexe H dans le cadre de la description du transport des
quantite´s depuis les points de Gauss vers les nœuds du maillage e´le´ments finis permet
d’e´tudier le comportement en cisaillement. A titre d’illustration de l’incompressibilite´,
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la simulation pre´sente´e sur la figure 9.10 permet de bien observer le mouvement de la
matie`re.
-0.04970.66
vitesse
1.04
pression
0.4970.00406 1.32
(a) Sche´ma conditions aux limites (b) Re´sultats nume´riques
Figure 9.10 – Mise en e´vidence de l’incompressibilite´ en 3D.
9.6.2 E´quation de Darcy
Une formulation mixte (( vitesse-pression )) dans le cadre du traitement des e´quations
de Darcy en re´gime stationnaire peut e´galement eˆtre propose´e, bien que la forme du pro-
ble`me autorise la re´solution du champ de pression inde´pendamment du champ de vitesse
(voir paragraphe 9.2). Le terme de stabilisation propose´ par Masud et Hughes (2002)
a e´te´ adapte´ avec succe`s a` PRO-FLOTTM pour diffe´rents types de perme´abilite´s. Une
approche mixte reposant sur la me´thode mixte base´e sur l’e´le´ment P1+/P1 a e´galement
e´te´ inte´gre´e dans les librairies. Elle repose sur les meˆmes me´canismes que ceux utilise´s
pour la re´solution des e´quations de Stokes. La formulation faible du proble`me de Darcy
dite en pression est pre´sente´e dans le syste`me 9.40. Les re´sultats obtenus a` l’aide du
terme de Stabilisation de Hughes et de l’e´le´ment P1+/P1 ont e´te´ compare´s avec succe`s
a` ceux fournis par PAM-RTM TM en utilisant l’approximation non-conforme. Concernant
le champ de vitesse nous proposons ici une comparaison du profil de vitesse suivant x a`
l’aide de re´sultats analytiques sur le cas test d’un convergent de´crit en Annexe I.2 (voir
figure 9.11). Les re´sultats nume´riques obtenus indiquent une parfaite corre´lation entre la
solution nume´rique et la solution analytique.
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∀δv¯,∀δp,∫
Ω
δv¯ · η
K
· (v¯) dv +
∫
Ω
δv¯ ·∇ p dv = 0∫
Ω
v¯ ·∇ δp dv =
∫
Ω
δp v¯ · n dv
δp ∈ Eδp = {δp ∈ H1 (Ω) /δp = 0 sur ∂Ωp}
p ∈ Ep =
{
p ∈ H1 (Ω) /p = pd sur ∂Ωp
}
(9.40)
0.00038
pression
5e+04 1e+050
vitesse
0.0002124.41e-05
(a) Re´sultats nume´riques PRO-FLOTTM
avec e´le´ment P1+/P1 formule´ en pression
(b) Comparaison re´sultats analytiques - re´sul-
tats nume´riques
Figure 9.11 – Formulation mixte (( vitesse-pression )) pour l’e´tude d’un convergent a` l’aide
d’un mode`le de Darcy : Perme´abilite´ isotrope K = 1.10−9 m2, rayon inte´rieur rint = 0, 1
m, rayon exte´rieur rext = 1 m, pression exte´rieure Pext = 10
5 Pa et pression inte´rieure
Pint = 0.
9.7 Conclusion
Le traitement des e´quations de Stokes et de Darcy par la me´thode mixte (( vitesse-
pression )) par l’e´le´ment P1+/P1 (voire P1-bulle/P1) a e´te´ imple´mente´ avec succe`s dans
PRO-FLOTTM en utilisant une formulation dite (( vitesse-contrainte )) (syste`me 9.3) ou
(( pression )) (syste`me 9.39) pour le proble`me de Stokes et une formulation dite en pres-
sion pour le proble`me de Darcy (syste`me 9.40). Concernant le proble`me de Stokes, la
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comparaison avec les re´sultats analytiques puis les re´sultats fournis par FEM-LABTM,
montrent une tre`s bonne corre´lation avec les re´sultats nume´riques. Cette corre´lation est
d’autant plus satisfaisante que l’e´le´ment P1+/P1 est utilise´ (cas test de Poiseuille, page
138). Ne´anmoins, une forte de´pendance des re´sultats nume´riques au type de solveur uti-
lise´ est observe´e. Ceci est en parti duˆ a` un mauvais conditionnement des matrices d’ou`
l’ide´e d’adimensionner les termes (Srinivasagupta et al. (2003)). Une autre me´thode pour
re´soudre ce type de proble`me mal conditionne´ repose sur l’utilisation de solveur direct,
mais actuellement les librairies PRO-FLOTTM ne proposent pas de solveur direct base´
sur un stockage optimise´ de la matrice (me´thode dite (( sparse ))). En d’autres termes, le
solveur direct devient inexploitable de`s que la dimension du proble`me est trop importante
puisque le stockage de toute les donne´es de la matrice requiert une quantite´ de me´moire
tre`s importante.
L’utilisation de la me´thode mixte pour la re´solution du proble`me de Darcy pre´sente
deux principaux avantages. D’abord en terme de qualite´ de la re´solution puisque la litte´ra-
ture met en e´vidence une meilleure conservation de la masse par cette me´thode (proble`mes
nume´riques lie´s a` la construction de cellules de Vorono¨ı et a` la de´termination du champ de
vitesse a` partir de ces cellules). D’autre part, dans le cadre de notre application, la connais-
sance directe des vitesses aux nœuds permet une inte´gration plus directe des conditions
aux limites entre les zones purement fluides et la zone de Darcy. En effet, dans le cas de
l’utilisation des e´le´ments non-structure´s de PAM-RTM TM, le champ de vitesse est connu
au centre des faces. Il est alors ainsi ne´cessaire d’effectuer un transport de ce champ aux
nœuds, soit directement par la me´thode des e´le´ments finis, soit en utilisant une moyenne
au sens des moindres carre´s (comme celle pre´sente´e dans l’annexe H) ce qui induit ne´-
cessairement des impre´cisions nume´riques. Notons enfin que le couplage de la thermique
avec la me´canique des fluides (couplage fort thermo-me´canique) avec l’e´le´ment P1+/P1
ne pose pas de proble`mes particuliers comme le montre Feulvarch (2005) dans son travail
de the`se, a` condition d’utiliser une formulation stabilise´e classique (type SUPG).
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Couplage e´coulement de la re´sine /
de´formation des pre´formes :
Formulation ALE et mode`le de
Terzaghi
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10.1 Le mode`le de Terzaghi
10.1.1 Introduction
Dans le chapitre 5 (partie II) nous avons vu que l’action de la re´sine sur le comporte-
ment des nappes est directement prise en compte dans la loi de comportement des nappes.
Dans cette mode´lisation, le mode`le de Terzaghi prend en compte l’influence de la pression
hydrostatique de la re´sine, a` l’inte´rieur des pores, sur la de´formation des pre´formes. Dans
cette partie, nous analysons la me´thode nume´rique employe´e dans le cadre de l’inte´gra-
tion de la pression hydrostatique de la re´sine dans le comportement des nappes. Dans un
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deuxie`me temps, une validation de l’hypothe`se pour un comportement simplifie´, e´lastique
line´aire en petites de´formations, est propose´e.
10.1.2 Prise en compte du mode`le de Terzaghi
La prise en compte de la de´formation des nappes sous l’action de sollicitations ex-
te´rieures (pression du sac a` vide) et de forces volumiques (poids propre) est re´alise´e au
moyen d’une formulation Lagrangienne Re´actualise´e (voir chapitre 8 partie III). Dans cette
formulation, la loi de comportement utilise´e classiquement relie les contraintes de Cauchy
aux de´formations logarithmiques, c’est a` dire des grandeurs exprime´es dans la configura-
tion courante. Ainsi, la prise en compte de la pression de la re´sine, elle aussi exprime´e sur
la ge´ome´trie courante dans une approche Eule´rienne, ALE ou quasi-Eule´rienne, dans la
loi de comportement des nappes est automatique. Le mode`le de Terzaghi s’e´crit ainsi :
σ ff = σ
f
ef
− s p fr I dans les pre´formes humides
σ ff = σ
f
ef
dans les pre´formes se`ches
(10.1)
D’un point de vue nume´rique, l’inte´gration du mode`le de Terzaghi a e´te´ re´alise´e dans
un premier temps dans le cadre de l’e´lasticite´ line´aire en petites de´formations en inte´grant
directement la pression de la re´sine sous la forme d’une force volumique exte´rieure. Cette
me´thode a ensuite e´te´ modifie´e lors de l’inte´gration de la formulation Lagrangienne Re´-
actualise´e afin de prendre en compte l’influence de la re´sine a` la fois dans les ope´rateurs
de comportement tangents et dans les re´sidus. Des algorithmes couplant les proble`mes
d’e´coulement a` la de´formation des renforts ont ensuite e´te´ developpe´s. Ils sont pre´sente´s
dans la partie IV de ce manuscrit.
Dans ce chapitre nous n’entrons pas dans les de´tails nume´riques de l’inte´gration de ce
mode`le et nous renvoyons le lecteur au chapitre 8 pour les de´tails nume´riques relatifs a` la
prise en compte d’un comportement solide par une approche Lagrangienne Re´actualise´e
par la me´thode des e´le´ments finis.
10.1.3 Validation en e´lasticite´ line´aire
En utilisant l’approche analytique pre´sente´e dans l’annexe E, une validation de l’inte´-
gration du mode`le de Terzaghi peut eˆtre re´alise´e. Dans ce cas, un comportement e´lastique
line´aire en petites de´formations est conside´re´. Une plaque en de´formation plane (²33 = 0)
soumise a` un champ de pression interne est e´galement soumise a` un pression me´canique
sur sa partie supe´rieure (pression du sac a` vide constante). Un diffe´rentiel de pression
est applique´ entre les faces supe´rieures et infe´rieures de la plaque pour deux types de
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conditions aux limites (figures 10.1-a et b). Ici, la ge´ome´trie de la plaque implique une
re´partition line´aire de la pression.
O
Chargement
interne : pression du
fluide dans les pores
Pression sac à vide
(a)
O
Chargement
interne : pression du
fluide dans les pores
Pression sac à vide
(b)
Figure 10.1 – Cas test Terzaghi : Influence de la pression hydrostatique sur le comporte-
ment des nappes - (a) bord bloque´, (b) bord libre et condition de syme´trie.
Pour cette validation, un mate´riau isotrope de rigidite´ E = 266 kPa et de cœfficient de
Poisson ν = 0, 3 est conside´re´. Le sac a` vide applique une pression de Pimp = 1.10
4Pa. Les
figures 10.2 repre´sentent les re´sultats me´caniques obtenus pour une pression d’injection
pinj = 1.10
5Pa, une largeur L = 4.10−2 m et une hauteur H = 2.10−2 m.
0 1e+05
pression fluide (Pa)
5e+04
(a)
0 5e+04 1e+05
pression fluide (Pa)
(b)
Figure 10.2 – Cas test Terzaghi : re´sultats nume´riques obtenus (a) bord bloque´, (b) bord
libre et condition de syme´trie.
Pour le second cas test (voir figure 10.2-b), les e´quations de´veloppe´es en annexe E
permettent d’obtenir des re´sultats analytiques en de´formations planes. Par exemple, le
de´placement uy suivant y est donne´ par :
uy =
1 + ν
E
[
(1− 2 ν)
(a
2
y + b
)
y + (ν − 1) G y
]
(10.2)
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ou` les constantes a, b, G sont de´finies en annexe E.
Les figures 10.3 pre´sentent respectivement une comparaison entre les re´sultats nu-
me´riques et les re´sultats analytiques en de´formations planes et l’e´volution du temps de
remplissage et de l’e´paisseur des nappes en fonction de la pression d’injection.
(a) (b)
Figure 10.3 – Comparaisons analytiques / nume´riques (a) et ve´rification de l’influence sur
le temps de remplissage (b).
La figure 10.3-a montre une tre`s bonne corre´lation entre les re´sultats analytiques et
les re´sultats nume´riques validant ainsi l’inte´gration nume´rique re´alise´e pour la prise en
compte du mode`le de Terzaghi. La figure 10.3-b indique une de´croissance non-line´aire
du temps de remplissage avec l’augmentation de la pression d’injection. Pour des nappes
incompressibles, les essais d’injections re´alise´s a` l’aide d’un mode`le de diffusion de Darcy
indiquent une de´croissance line´aire du temps de remplissage. Ici, l’augmentation de la
pression d’injection est e´galement associe´e a` une augmentation de l’e´paisseur de la pre´-
forme compressible comme l’indique la figure 10.3-b. Bien que l’e´coulement de la re´sine
soit plus rapide, le domaine a` remplir est plus important. La de´croissance du temps de
remplissage n’est donc pas line´aire.
10.1.4 Conclusion
L’inte´gration nume´rique du mode`le de Terzaghi a e´te´ valide´e ici sur un exemple simple
en e´lasticite´ line´aire par comparaison avec des re´sultats analytiques. L’influence de la
pression hydrostatique de la re´sine sur le comportement des nappes et son roˆle sur les
e´paisseurs, les fractions volumiques de fibres et les temps de remplissage a e´te´ mise en
e´vidence sur un exemple simple.
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10.2 La formulation ALE
En re´gime quasi-statique, en supposant que les effets visqueux sont pre´ponde´rants
devant les effets d’inertie, les formulations ALE des proble`mes de Stokes et de Darcy
s’e´crivent :
Proble`me de Darcy :
η
K
· c fr +∇x p fr = 0
c rr ·∇x ρ rr + ρ rr divx v rr = 0
(10.3)
Proble`me de Stokes :
−∇x p rr + div (2 ηD (v rr )) = 0
c rr ·∇x ρ rr + ρ rr divx v rr = 0
(10.4)
Les algorithmes de´veloppe´s reposent sur un de´coupage du temps en incre´ments de
remplissage pour lesquels un re´gime quasi-statique est conside´re´. Pour chaque pas de
remplissage, nous souhaitons re´aliser un couplage fort entre la de´formation des pre´formes
d’une part et l’e´coulement de la re´sine d’autre part. Deux solutions peuvent eˆtre envisa-
ge´es. Soit les deux proble`mes pre´ce´dents sont re´solus simultane´ment au sein d’un meˆme
syste`me matriciel. Dans ce cas, la formulation ALE doit eˆtre utilise´e afin de pre´voir l’in-
fluence de la de´formation du domaine sur l’e´coulement du fluide. Dans notre cas, pour
des raisons de simplicite´ d’imple´mentation, nous avons choisi dans un premier temps la
deuxie`me me´thode qui consiste a` re´soudre de manie`re se´pare´e chaque proble`me pour un
pas de remplissage donne´. La solution a` t e´tant connue, les deux proble`mes pre´ce´dents
sont re´solus de manie`re ite´rative jusqu’a` convergence des champs de pression, de vitesse et
de de´placement pour l’instant t+∆t. Dans ce sens le couplage est fort puisque la solution
est obtenue a` l’issue du processus ite´ratif.
L’inte´reˆt de la formulation ALE avec cette me´thode ite´rative n’est pas aussi critique
que pour un proble`me direct. En effet, entre deux pas de temps, la vitesse du domaine dans
lequel s’e´coule la matie`re va diminuer pour s’annuler lorsque la solution du proble`me est
trouve´e. Par ailleurs, dans le cas de la zone de Darcy, compte tenu de la de´pendance de la
perme´abilite´ au de´placement du domaine, il est plus aise´ d’effectuer les calculs sur la der-
nie`re configuration connue, donc d’employer un processus ite´ratif plutoˆt qu’une me´thode
directe. Pour la zone purement fluide, l’approche ALE permet d’e´viter la re´-actualisation
a` chaque ite´ration de la ge´ome´trie entre deux pas de temps puisque le terme source de
la formulation ALE permet de prendre en compte la perte de matie`re. Cependant, nous
observons dans ce cas une augmentation des couˆts de calculs lie´s a` l’assemblage des termes
sources. Bien que peu pertinente dans cette e´tude, l’approche ALE sera ne´cessaire lors
d’un couplage fort direct entre la me´canique des fluides et la me´canique des solides. C’est la
raison pour laquelle nous avons choisi d’imple´menter ce terme source dans PRO-FLOTTM.
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10.3 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons pre´sente´ les outils nume´riques de´veloppe´s pour traiter
le couplage entre la de´formation des pre´formes d’une part et l’e´coulement de la re´sine
dans les pre´formes d’autre part. Le couplage entre ces deux me´canismes est controˆle´
par le mode`le de Terzaghi qui de´crit l’action du fluide sur la de´formation des nappes et
la formulation ALE qui permet de prendre en compte l’influence de la de´formation des
nappes sur l’e´coulement de la re´sine. Ne´anmoins, dans le cadre de l’approche forte ite´rative
actuelle, nous avons montre´ que le formulation ALE n’est pas totalement pertinente. Elle
demeure ne´cessaire de`s qu’un couplage fort direct entre l’e´coulement de la re´sine et la
de´formation des pre´formes sera re´alise´.
Au cours des simulations, lorsque de trop forts niveaux de de´formations interviennent,
un remaillage des pre´formes peut eˆtre ne´cessaire. Par ailleurs lorsque des courbures sont
conside´re´es, les conditions aux limites normales ou tangentielle ne´cessitent d’eˆtre traite´es
en imposant non pas le degre´ de liberte´ mais une combinaison line´aire des degre´ de li-
berte´. Le chapitre suivant de´crit ces deux outils supple´mentaires inte´gre´s dans le cadre du
traitement d’une forme complexe 2D.
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11.1 Traitement des conditions cine´matiques
11.1.1 Introduction
Lorsqu’une condition normale ou tangentielle est impose´e a` une surface S dans un
repe`re diffe´rent du repe`re ge´ne´ral, les degre´s de liberte´ associe´s a` la condition ne peuvent
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pas eˆtre fixe´s inde´pendamment. Afin de pre´senter la me´thode choisie dans ce cas, nous
nous appuyons sur l’exemple de l’e´coulement d’un fluide contre une paroi (voir figure 11.1).
Dans le cas d’un e´coulement ide´alise´ dans lequel les effets de frottement sont ne´glige´s, la
condition a` imposer au niveau de la paroi s’e´crit :
v · n = 0 (11.1)
= normale sortante
Fluide
Figure 11.1 – Relation entre les degre´s de liberte´ : e´coulement contre une paroi
Cette condition traduit l’absence d’e´coulement a` travers la paroi, i.e. une paroi im-
perme´able. Une relation supple´mentaire sur la vitesse tangentielle peut e´galement eˆtre
impose´e en comple´ment ou non de la condition pre´ce´dente afin de mode´liser une vitesse
de cisaillement ou des conditions d’adhe´rence. Les degre´s de liberte´ associe´s aux nœuds
du maillage sur lesquels la relation cine´matique est impose´e sont exprime´s dans le repe`re
ge´ne´ral (x,y, z). La relation line´aire 11.1 s’e´crit donc :
vx nx + vy ny + vz nz = a (11.2)
11.1.2 Me´thode
Un certain nombre de me´thodes pre´sente´es dans la litte´rature permettent d’imposer
ces conditions supple´mentaires. La me´thode la plus simple a` comprendre consiste a` impo-
ser la condition cine´matique par substitution ou e´limination en exprimant un des degre´s
de liberte´ (vx, vy ou vz) a` l’aide des deux autres. En pratique, cette me´thode est tre`s peu
employe´e dans les codes de calculs car elle ne´cessite de pouvoir rede´finir dynamiquement
la taille du syste`me. Ceci n’est pas possible dans les librairies PRO-FLOTTM qui im-
posent une taille de syste`me constante. Les autres me´thodes reposent sur des me´canismes
similaires a` ceux pre´sente´s dans le cas de la formulation mixte (( vitesse-pression )) (voir
le chapitre 9). Ces me´thodes consistent a` assembler les relations cine´matiques par pe´na-
lite´ (sans changement de la taille du syste`me) ou par la me´thode des multiplicateurs de
Lagrange (en ajoutant des multiplicateurs de Lagrange), voire meˆme la me´thode du La-
grangien augmente´. Ici nous avons choisi la premie`re me´thode pour sa simplicite´ de mise
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en œuvre. Avant assemblage des relations cine´matiques, le syste`me a` re´soudre pre´sente la
forme suivante : 
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · A B C · · ·
· · · E F G · · ·
· · · I J K · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·


· · ·
vix
viy
viz
· · ·

=

· · ·
D
H
L
· · ·

(11.3)
ou` vix, v
i
y et v
i
z sont les degre´s de liberte´ associe´s au nœuds i du maillage sur lequel nous
souhaitons imposer la relation line´aire.
La me´thode de pe´nalite´ (voir 9.4.1 dans le chapitre 9) consiste a` ajouter la relation
cine´matique a` l’aide d’un facteur de pe´nalite´ K. Concre`tement la relation est ajoute´e sur
le degre´ de liberte´ associe´ au nx, ny ou nz le plus grand. Par exemple ici le syste`me 11.3
devient (ny > nx > nz) :

· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · A B C · · ·
· · · E + nx K F + ny K G+ nz K · · ·
· · · I J K · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·


· · ·
vix
viy
viz
· · ·

=

· · ·
D
H + a K
L
· · ·

(11.4)
Plus K est grand, mieux la condition est respecte´e. En revanche, plus K est grand
plus le syste`me devient mal conditionne´. Concre`tement un choix judicieux de K peut eˆtre
ope´re´. Par exemple, nous pourrons chercher la valeur absolue maximum dans la matrice
globale et la multiplier par 106.
11.1.3 Pratique de la pe´nalisation
Concre`tement, les relations line´aires entre les degre´s de liberte´ sont assemble´es au ni-
veau des e´le´ments. Pour un degre´ de liberte´ donne´, l’ensemble des faces connecte´es au
degre´ de liberte´ sont liste´es. La relation cine´matique est alors assemble´e au niveau de
chaque degre´ de liberte´ en conside´rant la longueur de la face correspondante et la normale
a` cette face. Comme indique´ dans le paragraphe pre´ce´dent, la relation cine´matique sera
toujours assemble´e sur le degre´ de liberte´ associe´ au nx, ny ou nz le plus grand. Cette
me´thode de pe´nalisation pose cependant des proble`mes de conditionnement. En effet les
termes de pe´nalite´ assemble´s sont tre`s grands devant les autres termes de la matrice. Bien
que des choix judicieux puissent eˆtre effectue´s pour ces termes de pe´nalisation, les me´-
thodes de re´solution ite´ratives (CG : Conjugate Gradient, GMRES : Generalized Minimum
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RESidual, BICG : BIConjugate Gradient, BICGSTAB : BIConjugate Gradient STABili-
zed . . . ) conduisent a` des proble`mes d’impre´cisions sur les re´sultats obtenus lorsqu’elles
convergent.
Une me´thode utilise´e pour re´duire cet effet ne´faste consiste a` imposer les relations entre
les degre´s de liberte´ correspondants dans le re´fe´rentiel local. Ainsi les termes de pe´nalite´
seront assemble´s sur la diagonale du syste`me. Les solveurs ite´ratifs se comportent alors
beaucoup mieux. Concre`tement, une modification des colonnes associe´es aux degre´s de
liberte´ exprime´s dans le re´fe´rentiel local est effectue´e. Par exemple, une rotation autour
de l’axe z avec une face de normale n (n = nx x+ ny y) conduira au syste`me suivant :

· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · A · nx +B · ny +K −A · ny +B · nx C · · ·
· · · E · nx + F · ny −E · ny + F · nx G · · ·
· · · I · nx + J · ny −I · ny + J · nx K · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·


· · ·
vi1
vi2
vi3
· · ·

=

· · ·
D + a K
H
L
· · ·

(11.5)
Pour obtenir un bon conditionnement, le choix de la ligne sur laquelle est assemble´e la
relation cine´matique est essentiel. Pour un nx > ny, la direction associe´e a` la normale sera
la direction 1 (e´quation 11.5). Inversement, la direction 2 sera choisie lorsque ny > nx.
Ainsi le syste`me obtenu ne contiendra pas de termes diagonaux nuls. Un post-traitement
doit eˆtre effectue´ afin de re´exprimer les degre´s de liberte´ dans le re´fe´rentiel ge´ne´ral. Dans
le cas d’une rotation autour de z, les expressions suivantes seront utilise´es pour obtenir
les vitesses vx et vy (par exemple dans le cas ou` la normale est dans la direction 1) :{
vx = v1 nx − v2 ny
vy = v1 ny + v2 nx
11.1.4 Les re´sultats
Cette me´thode imple´mente´e pour le traitement des conditions aux limites dans le cadre
de l’e´coulement incompressible et du comportement me´canique en grande de´formation est
illustre´e sur deux proble`mes. La figure 11.2 pre´sente le proble`me de l’e´coulement dans
un conduit. Les e´quations de Stokes en re´gime stationnaire sont re´solues a` l’aide d’une
formulation mixte (( vitesse-pression )) base´e sur l’e´le´ment bulle (P1+/P1).
La validation repose sur une analyse des de´bits entrants et sortants. Le tableau 11.1
indique une bonne conservation de la masse. Celle-ci est en ge´ne´ral d’autant mieux sa-
tisfaite que le cœfficient de pe´nalite´ est important. Les temps de calculs obtenus pour
des conditions identiques sont relativement similaires selon que les relations cine´matiques
sont calcule´es dans les repe`res locaux ou le repe`re global. Il faut noter toutefois que ces
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2.28
vitesse
0.129
pression
4.8e+06 8.02e+061.2 1.59e+06
Figure 11.2 – E´coulement dans un conduit : E´le´ment mixte P1+/P1 en vitesse-pression
et relation cine´matique pour la paroi imperme´able.
expressions locales ne´cessitent des pre´-traitements (transformations de la matrice) et post-
traitements (transformation du vecteur solution) qui sont couˆteux nume´riquement. Nous
pouvons donc penser que le temps CPU alloue´ au solveur dans le cas de relations impose´es
dans le re´fe´rentiel local est faible. Pour des proble`mes plus importants, la solution locale
peut devenir plus inte´ressante en terme de couˆt d’autant plus que les re´sultats obtenus
sont souvent plus pre´cis, surtout pour des pe´nalite´s faibles. Enfin, nous pouvons constater
que meˆme pour des pe´nalite´s tre`s faibles (K = 1.106), la me´thode directe converge lorsque
les relations cine´matiques sont exprime´es dans le repe`re local.
Le deuxie`me exemple propose´ concerne un proble`me me´canique en grandes de´forma-
tions. La figure 11.3 pre´sente une simulation de compression de renforts structuraux en
grandes de´formations inte´grant la gestion des relations cine´matiques pour la mode´lisa-
tion des effets de courbure. Bien qu’uniquement qualitative, cette simulation repre´sente
le phe´nome`ne physique apparaissant lors de la compression, c’est-a`-dire l’e´coulement de
la matie`re dans les directions tangentes et l’absence d’e´coulement a` travers la surface.
Comme nous pouvons l’observer ici, le de´placement des e´le´ments vers la droite est tre`s
important. Ceci est une conse´quence de la loi de comportement non-line´aire en grandes
de´formations. En effet, ici nous avons employe´, pour bien observer les effets de courbures,
une loi de comportement isotrope non-line´aire construite a` partir de la loi de comporte-
ment pre´sente´e sur la figure 8.11 dans le chapitre 8.
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Type solveur K = 106 K = 108 K = 1012
direct (ge´ne´ral) +58,99% (43,6 s) +1,80%(44,6 s) -0,12% (45,8 s)
GMRES DIAG tole´rance 10−24 (ge´ne´ral) +99,24% (2,4 s) +100,00% (2,4 s) -0,79% (2,5 s)
GMRES ILU tole´rance 10−24 (ge´ne´ral) +109,59% (3,2 s) -1,59% (3,3 s) +0,57% (3,3 s)
direct (local) -1,12% (43,6 s) -1,12% (45,6 s) -1,24% (45,7 s)
GMRES DIAG tole´rance 10−24 (local) +99,99% (2,5 s) -0,69% (2,5 s) -0,78% (2,5 s)
GMRES ILU tole´rance 10−24 (local) +99,27% (3,5 s) +0,94 % (3,4 s) +0,92% (3,4 s)
Tableau 11.1 – E´tude de la conservation de la masse (perte (( - )) ou gain (( + )) relatif
de masse) et du temps de calcul pour les me´thodes directes et GMRES en fonction du
cœfficient de pe´nalite´ K.
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Figure 11.3 – Analyse de l’influence des relations cine´matiques entre degre´s de liberte´ sur
la mode´lisation en grandes de´formations de la compression d’une plaque pre´sentant des
effets de courbures.
11.1.5 Conclusion
La me´thode de pe´nalite´ choisie dans le cadre du traitement des relations cine´matiques
entre les degre´s de liberte´ conduit a` un certain nombre de difficulte´s nume´riques qui
de´pendent principalement du cœfficient de pe´nalite´ choisi. La re´solution de ces relations
dans le re´fe´rentiel local permet d’ame´liorer la stabilite´ nume´rique, mais ne´cessite des
ope´rations de pre´ et post traitement. Ne´anmoins, cette me´thode permet d’obtenir de
tre`s bons re´sultats comme nous avons pu l’observer sur les deux exemples pre´sente´s. Par
ailleurs, elle ne ne´cessite pas de rede´finir dynamiquement le nombre de degre´s de liberte´
ce qui en fait une technique facilement imple´mentable dans PRO-FLOTTM.
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11.2 Remaillage
11.2.1 Introduction
Les zones de re´sines et de pre´formes impre´gne´es ou non subissent d’importantes e´vo-
lutions et de´formations lors de l’infusion. En fin d’infusion, la zone de re´sine a totalement
disparu et le domaine de pre´forme a subi des de´formations supe´rieures a` 100 % (voir
chapitre 15). La me´thode des e´le´ments finis ne´cessite d’utiliser en permanence une discre´-
tisation correcte du domaine afin de fournir des re´sultats acceptables. En d’autres termes,
le rapport de forme (Frey et George (1999)) des e´lements repre´sentatifs des diffe´rentes
zones doit rester acceptable. Dans le cas ou` ce rapport de forme devient trop mauvais,
un remaillage de la ge´ometrie est ne´cessaire. Dans ce chapitre, nous pre´sentons la me´-
thode utilise´e pour re´aliser le remaillage des zones de re´sine et de pre´forme. La me´thode
employe´e s’appuie sur l’utilisation conjointe d’un mailleur externe libre GMSH c©14 et des
librairies PRO-FLOTTM.
11.2.2 Comment marche le remaillage
Les librairies PRO-FLOTTM ne sont pas capables de ge´rer dynamiquement le nombre
de degre´s de liberte´ d’un proble`me de manie`re simple (modification des groupes, des (( set ))
d’e´le´ments, . . . ). Il est donc ne´cessaire de se´parer les phases de calcul d’une part et de re-
maillage d’autre part. Ainsi, lorsque le rapport de forme des e´le´ments deviendra mauvais,
au sens d’un crite`re a` pre´ciser (voir paragraphe 11.2.3), une proce´dure PRO-FLOTTM
de´finira les contours associe´s aux domaines de re´sine et de pre´forme. Ces contours se-
ront utilise´s comme parame`tre d’entre´e du mailleur libre GMSH c©. Concre`tement des
fichiers de ge´ome´trie extension *.geo seront e´labore´s dans PRO-FLOTTM et traite´s dans
GMSH c©. Un nouveau fichier maillage au format IDEAS extension *.unv sera ensuite
importe´ dans PRO-FLOTTM. Le nombre de degre´s de liberte´ sera mis a` jour. Enfin,
une projection des re´sultats nume´riques obtenus sur l’ancien maillage sera re´alise´e sur le
nouveau maillage (conservation de l’histoire de la transformation) a` l’aide d’une proce´-
dure dite de (( mapping )). Un aperc¸u du fonctionnement de l’algorithme de remaillage est
pre´sente´ sur la figure 11.4.
Remarque : Une routine de raffinement du maillage est propose´e dans les libraires PRO-
FLOTTM (Soukane et Trochu (2005), Bechet et al. (2003)). Cette fonction e´vite l’utilisa-
tion de GMSH c© dans le cas ou` le nombre d’e´le´ments augmente. L’e´tape de maillage dans
GMSH c© est ainsi remplace´e par une fonction PRO-FLOTTM, les e´tapes de rede´finition
de la structure de donne´es (modification du nombre de degre´s de liberte´, des groupes
14http ://geuz.org/gmsh
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d’e´le´ments et des groupes de nœuds) ainsi que l’e´tape de (( mapping )) e´tant conserve´es.
Définition des contours
fichier *.geo
Critère de
remaillage
Remaillage GMSH
fichier *.unv
Import unv dans PRO FLOT
- modification des degrés de liberté
- modification des conditions limites
- création des « set » d’éléments
- etc …
oui
non
« mapping »
transport des champs à l’aide
de l’approximation nodale
Figure 11.4 – Principe de l’algorithme de remaillage
11.2.3 Crite`re de remaillage
Le crite`re de remaillage est lie´ au plus mauvais rapport de forme des e´le´ments du
maillage. Concre`tement, le rapport de forme de chaque e´le´ment est calcule´. Le plus
mauvais rapport donne la qualite´ du maillage. Ici, l’utilisation d’une formulation vitesse-
pression implique l’utilisation en 2D d’e´le´ments triangles. Le rapport de forme des e´le´-
ments est de´fini comme le rapport entre le plus petit αmin et le plus grand αmax angle
de chaque e´le´ment du maillage. Pour un triangle e´quilate´ral, le crite`re est e´gal a` Qelt =
αmin
αmax
= 60˚
60˚
= 1. Pour un e´le´ment dans sa configuration de re´fe´rence (triangle rectangle),
Qelt =
αmin
αmax
= 45˚
90˚
= 0, 5. Enfin si un e´le´ment plat est conside´re´, l’un de ses angles vaut 0˚
et l’autre 180˚ , sa qualite´ est e´gale a` Qelt = 0. Finalement le crite`re de qualite´ du maillage
Qmaillage s’e´crit dans notre cas :
Qmaillage = min (Qelt) = min
(
αeltmin
αeltmax
)
(11.6)
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11.2.4 Le remaillage
Lorsque qu’un remaillage est ne´cessaire, une proce´dure C++ de´veloppe´e dans le cadre
de ce travail permet d’exporter le contour des zones purement fluides et des pre´formes au
format *.geo de GMSH c© (voir documentation GMSH c© - Geuzaine et Remacle (2006)). Le
sche´ma 11.5 pre´sente la me´thode d’exportation du contour. Ici, des e´le´ments doivent eˆtre
supprime´s dans la zone de Stokes, et inversement doivent eˆtre ajoute´s dans les pre´formes.
Lors de la de´finition du contour, les nœuds situe´s sur les areˆtes verticales du domaine
de Stokes sont supprime´s. Apre`s remaillage, des nœuds auront e´te´ ajoute´s sur les areˆtes
verticales des pre´formes. A partir du contour de´fini dans le fichier *.geo, le logiciel libre
GMSH c© cre´e´ un nouveau maillage re´gulier puis l’exporte au format *.unv lisible dans
PRO-FLOTTM.
Résine seule
Préformes
Sens de parcours
pour la
renumérotation
Nœuds de l’ancien maillage
Nœuds ajoutés
Nœuds supprimés
Figure 11.5 – Ge´ne´ration du contour pour la cre´ation du fichier de ge´ome´trie (*.geo) ; sup-
pression de nœuds lors de la de´finition du contour et cre´ation de nœuds lors du remaillage.
Dans le cas de l’utilisation de la fonction de remaillage disponible dans les librairies
PRO-FLOTTM, aucune suppression de nœuds n’est possible. Un nœud situe´ sur le contour
de la ge´ome´trie est conserve´ au cours du remaillage.
11.2.5 Mapping
Une fois le nouveau maillage construit, il est ne´cessaire de lui affecter les donne´es de
l’ancien maillage. Les quantite´s physiques du maillage source (maillage initial) doivent
eˆtre ainsi transporte´es vers le maillage cible (apre`s remaillage). En ge´ne´ral, deux types de
quantite´s sont transporte´es. Les variables nodales stocke´es comme leurs noms l’indiquent
au niveau des nœuds du maillage, typiquement les de´placements u, les vitesses v, les
tempe´ratures T , les pressions p, ... et les variables stocke´es aux points de Gauss des
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e´le´ments telles que les contraintes, les de´formations, .... Ici, les librairies PRO-FLOTTM
ne permettent pas nativement de stocker des grandeurs au niveau des points de Gauss du
maillage. Seules les grandeurs nodales peuvent eˆtre transporte´es.
remaillage
projection
ancien maillage nouveau maillage
Figure 11.6 – Projection d’un nœud du nouveau maillage dans un e´le´ment de l’ancien.
Dans ce cas, l’e´le´ment de l’ancien maillage contenant le nœud conside´re´ dans le nou-
veau maillage est recherche´. Les quantite´s physiques lui sont alors affecte´es par l’interme´-
diaire des fonctions de forme de l’e´le´ment (voir figure 11.6). Cette ope´ration est appele´e
interpolation inverse (Batoz et Dhatt (1990)).
11.2.6 Re´sultats
Nous pre´sentons ici deux applications du remaillage. La premie`re permet de re´aliser
un raffinement de la ge´ome´trie. Dans ce cas, l’utilisation de la librairie de remaillage de
PRO-FLOTTM est possible (exemple d’utilisation dans Trochu et al. (2006) pour la cre´a-
tion de (( runner ))). L’algorithme de mapping associe´ est celui que nous avons de´veloppe´
dans PRO-FLOTTM. Les e´quations de Stokes sont re´solues en re´gime stationnaire par
la me´thode mixte vitesse / pression base´e sur l’utilisation d’un e´le´ment P1+/P1. Dans
l’exemple de la figure 11.7, une vitesse normale dirige´e vers l’inte´rieur est applique´e sur
les extre´mite´s gauches et droites d’un carre´ de dimension 1× 1. Une nouvelle illustration
de l’incompressibilite´ est ainsi donne´e. Dans cet exemple, un raffinement du maillage a
e´te´ re´alise´ sur la moitie´ infe´rieure. Les champs de vitesses et de pressions sont ensuite
projete´s.
Dans l’exemple pre´sente´ sur la figure 11.8, l’algorithme de remaillage est associe´ a`
l’utilisation de GMSH c©. En appliquant les conditions aux limites de la figure 11.8-a sur
l’empilement de pre´formes, le champ de de´placement et la ge´ome´trie de la figure 11.8-
b sont obtenus. L’exportation du contour permet de reconstruire un nouveau maillage
(figure 11.8-c) dans GMSH c©. A partir du champ de de´placement de la figure 11.8-b, et
en utilisant l’algorithme de mapping entre les ge´ome´tries 11.8-b et 11.8-c, nous pouvons
158
11.2. Remaillage
0.00104 0.132 -1.42e-050.0666
vitesse pression
0.024 0.0481
(a) avant remaillage
0.001040.0481-1.42e-05
pression vitesse
0.0666 0.1320.024
(b) apre`s remaillage et mapping
Figure 11.7 – Utilisation de la librairie de remaillage de PRO-FLOTTM et de l’algorithme
de mapping : e´coulement de Stokes par une me´thode mixte vitesse-pression.
reconstruire le champ de de´placement sur la nouvelle ge´ome´trie et ainsi obtenir l’allure de
la ge´ome´trie initiale avec le nouveau maillage (11.8-d).
11.2.7 Conclusion
Dans le cadre du traitement de la disparition de la zone de re´sine, il est ne´cessaire de
coupler une formulation ALE (pour satisfaire la conservation de la masse) a` un algorithme
de remaillage. En effet, lors de l’infusion le facteur de forme des e´le´ments associe´s a` la re´-
sine va devenir tre`s mauvais (e´le´ments tre`s allonge´s). Concre`tement, le nombre d’e´le´ments
dans cette zone va diminuer. Inversement, le nombre d’e´le´ments associe´s aux nappes peut
diminuer dans un premier temps (compression des nappes) mais peut augmenter a` nou-
veau lors de l’infusion (dilatation des nappes associe´e au mode`le de Terzaghi). Ne´anmoins,
concernant la zone de re´sine la combinaison des algorithmes de remaillage et de la for-
mulation ALE ne peut pas traiter la disparition comple`te de la zone. Il est ne´cessaire de
conserver une e´paisseur re´siduelle afin de traiter les e´quations de conservation dans cette
zone.
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(c) après remaillage
(d) géométrie initiale
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Figure 11.8 – Remaillage et mapping a` l’aide des routines de´veloppe´es dans PRO-
FLOTTM : compression non-line´aire des nappes.
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Bilan
Les chapitres pre´ce´dents pre´sentent les principaux outils nume´riques imple´mente´s au
cours de ce travail. Comme nous l’avons pre´cise´, ces outils ont e´te´ imple´mente´s et vali-
de´s se´pare´ment avant d’eˆtre inte´gre´s a` des proble`mes couple´s. Paralle`lement a` ces de´ve-
loppements reposant sur des me´canismes mathe´matiques relativement complexes, il est
important que le lecteur ait conscience des diffe´rentes interfaces qui ont e´te´ de´veloppe´es.
Notons tout d’abord que PAM-RTM TM est un logiciel purement explicite. Les outils
nume´riques propose´s par les librairies PRO-FLOTTM sont donc adapte´s a` ce type de
solveur, mais le sont beaucoup moins lorsque que l’on souhaite re´soudre des proble`mes
non-line´aires de manie`re implicite. Ainsi, une algorithmie comple`te a e´te´ de´veloppe´e autour
de la re´solution du syste`me non-line´aire. Cet algorithme peut eˆtre facilement transposable
a` d’autres types de proble`mes non-line´aires ou fortement couple´s.
La seconde difficulte´ rencontre´e ici concerne l’absence de gestion des formulations ma-
te´rielles dans PAM-RTM TM. Concre`tement, actuellement le type d’application vise´e dans
ce logiciel se contente d’approches base´es sur le domaine initial, i.e. les inconnues du pro-
ble`me sont observe´es depuis un point fixe de l’espace (approche eule´rienne). L’utilisation
de formulations mate´rielles engendrent une modification de la morphologie du maillage
au cours du temps. Pour observer cette e´volution, et pre´senter les diffe´rents re´sultats de
cette the`se, notamment ceux concernant la prise en compte des grandes de´formations
des pre´formes (voir chapitre 8), nous avons re´alise´ une interface entre les librairies PRO-
FLOTTM et un logiciel de post-traitement libre, GMSH c©. Ce lien pre´sente un certain
nombre de difficulte´s et l’Annexe H de´crit a` titre d’exemple la me´thode employe´e pour
visualiser dans GMSH c© des grandeurs de´finies au niveau des points de Gauss.
Paralle`lement a` ces de´veloppements, un certain nombre d’autres outils comple´men-
taires ont e´te´ inte´gre´s. Citons a` titre d’exemple les classes de´veloppe´es pour la de´termi-
nation des valeurs propres et vecteurs propres pour la de´composition polaire du tenseur
de Cauchy-Green, la me´thode des polynoˆmes de Lagrange pour l’interpolation des valeurs
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a` partir de donne´es expe´rimentales, la lecture et l’e´criture des fichiers de donne´es et de
re´sultats, la re´alisation de classes de conteneur dynamique, etc ...
Concernant la convergence des calculs, une proce´dure supple´mentaire d’ajustement
automatique du pas de chargement a e´te´ inte´gre´e afin de diminuer ou d’augmenter le pas
de chargement en fonction de la qualite´ de la convergence du proble`me non-line´aire en
grandes de´formations. Les temps de calculs sont fortement re´duits compte tenu de la forte
non-line´arite´ des lois de comportement associe´es aux pre´formes, i.e. de forts niveaux de
de´formation sur la premie`re partie de la courbe.
A titre d’illustration des possibilite´s offertes par les outils inte´gre´s, la dernie`re partie
de ce manuscrit pre´sente les premiers re´sultats obtenus a` l’aide des mode`les de´veloppe´s
dans le cadre de la simulation des proce´de´s LRI et RFI. Ces premiers re´sultats, bien que
satisfaisants, ne´cessitent une validation. Nous proposons donc, dans le dernier chapitre
de ce manuscrit, une de´marche de validation, base´e sur une comparaison expe´rience /
simulation nume´rique. Cette de´marche est e´labore´e a` partir des premie`res constatations
expe´rimentales observe´es dans le cadre de la validation du proce´de´ LRI au cours d’une
premie`re se´rie d’essais re´alise´s au laboratoire d’Hexcel Reinforcements.
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Chapitre 13
Simulation d’injections sous sac a`
vide
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13.1 Introduction
Dans cette e´tude destine´e a` valider les de´veloppements concernant la zone de nappes,
nous ne repre´sentons pas la zone de re´sine. Le comportement dans la zone de pre´forme
(se`che et humide) est traite´ a` l’aide des formulations Lagrangienne Re´actualise´e pour la
de´formation des pre´formes, et de la formulation vitesse-pression (e´le´ment P1+/P1) pour
l’e´coulement de la re´sine dans ces pre´formes. La zone de re´sine est quant a` elle mode´-
lise´e a` l’aide d’une pression ou d’un de´bit d’injection constant au niveau de l’interface
se´parant les zones purement fluide et le milieu poreux partiellement rempli. Ce type de
mode`le peut eˆtre employe´ pour la simulation nume´rique des proce´de´s de type VARTM,
c’est a` dire des injections isothermes de re´sine sous sac a` vide dans des pre´formes com-
pressibles. En effet, nous nous concentrons ici uniquement sur les aspects me´caniques, i.e.
l’e´coulement du fluide et la de´formation du solide, en ne´gligeant les aspects thermiques
en particulier l’e´volution de la viscosite´ de la re´sine. Pour cette approche me´canique, le
mode`le de Terzaghi qui a e´te´ valide´ dans le chapitre 10 par simplification des hypothe`ses
(comportement line´aire sans non-line´arite´s ge´ome´triques) est utilise´ dans le cadre ge´ne´ral
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d’un comportement non-line´aire en grandes de´formations. Dans ce chapitre une illustra-
tion qualitative des possibilite´s offertes par les diffe´rents outils nume´riques de´veloppe´s est
donne´e sur l’exemple de l’infusion d’une jonction en (( T )) tre`s souvent utilise´e comme cas
test en ae´ronautique.
13.1.1 Principe
L’algorithme de remplissage de PAM-RTM TM est utilise´. Cet algorithme, appele´ al-
gorithme de (( filling )) dans la litte´rature, repose sur une division du remplissage de la
pre´forme, par nature transitoire, en sous proble`mes quasi-statiques. L’algorithme de rem-
plissage calcule, entre deux pas de remplissage, les nouveaux e´le´ments remplis au cours
du pas de temps courant a` partir du champ de vitesse obtenu sur le pas de temps pre´ce´-
dent. Dans le paragraphe 10.2, nous avons montre´ que dans ce cas, la formulation ALE
pre´sente un inte´reˆt moindre dans la mesure ou` une boucle de convergence est utilise´e, i.e.
le champ de vitesse associe´ aux pre´formes s’annule lorsque la solution converge (couplage
fort indirect). La formulation ALE tend donc vers une formulation Eule´rienne.
L’algorithme de couplage propose´ ici est base´ sur la convergence de deux proble`mes
implicites (voir sche´ma 13.1). Pour chaque pas de remplissage, le proble`me de Darcy (rem-
plissage des pre´formes) et le proble`me me´canique (de´formation des pre´formes) sont re´solus
par report des conditions indique´es sur la partie droite de l’algorithme 13.1 (de´forme´e,
pression hydrostatique) tant que la convergence relative des champs de de´placement, de
pression et de vitesse n’est pas ve´rifie´e :
∥∥p(i+1) − p(i)∥∥
‖p(i)‖ +
∥∥u(i+1) − u(i)∥∥
‖u(i)‖ +
∥∥v(i+1) − v(i)∥∥
‖v(i)‖ ≤ ² (13.1)
Le sche´ma nume´rique est re´pe´te´ jusqu’au remplissage total de la ge´ome´trie. La pre-
mie`re phase d’initialisation correspond a` l’application de la pression du sac a` vide. Un
calcul e´lastique non-line´aire en grandes de´formations est re´alise´ sur les pre´formes se`ches.
Celui-ci conduit aux nouvelles porosite´s puis aux nouvelles perme´abilite´s locales par ap-
plication de la relation de Carman-Kozeny (voir Eq. 5.17, page 61). A partir des nouvelles
perme´abilite´s, un premier pas de remplissage est re´alise´. Ici, un de´bit d’injection ou une
pression d’injection constante est applique´ et la pression au niveau du front de fluide est
nulle. Ce calcul conduit a` la de´termination du champ de pression hydrostatique de la
re´sine a` l’inte´rieur des pores. Ce champ est ensuite utilise´ dans le mode`le de Terzaghi et
une nouvelle ge´ome´trie, solution de l’e´quilibre me´canique entre les pressions internes et la
pression du sac a` vide, est de´termine´e.
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INITIALISATION (t = 0)
- calcul mécanique (élastique non linéaire en
grandes déformations) sur l’empilement de
préformes (la résine n’infuse pas).
En sortie :
- nouvelles porosités
REMPLISSAGE DARCY ALE
- remplissage entre t et t+∆t des préformes. La
zone humide est déterminée par l’algorithme de
filling.
En sortie :
- pression hydrostatique à l’intérieur des nappes.
NON-LINÉAIRE PORO-ÉLASTIQUE
- calcul élastique non-linéaire en grandes
déformations dans les préformes poreuses.
- prise en compte de l’hypothèse de Terzaghi.
En sortie :
- champ de déplacement (nouvelle géométrie et
nouvelles perméabilités).
Remplissage
complet ?
t ← t + ∆t
non
non
oui
oui
PREFORMES
PREFORMES
ou
déformation des
préformesð
porosités
déformation des
préformes
ALE
(éventuellement)
Remarques :
- résolution de deux problèmes implicites.
- boucle de convergence en vitesse, pression et déplacement.
TEMPS SUIVANT Convergence
déplacement,?pression
et?vitesse
pression
hydrostatique à
l’intérieur des pores
pression ou débit
d’injection constant
imposé
SORTIES
filling
Figure 13.1 – Principe de couplage : algorithme pour le proce´de´ VARTM - couplage fort
ite´ratif entre l’e´coulement de la re´sine et la de´formation des nappes avec la prise en compte
du mode`le de Terzaghi.
13.1.2 Re´sultats
Comme nous l’avons e´voque´ dans les chapitres pre´ce´dents, les proce´de´s par infusion
sont tre`s mal connus. Les mode`les que nous proposons ici doivent eˆtre alimente´s par
des mesures expe´rimentales, en particulier les valeurs des perme´abilite´s dans les trois
directions. Dans la litte´rature tre`s peu d’informations sont donne´es sur ces mesures. Les
fournisseurs de mate´riaux connaissent encore assez peu finement les perme´abilite´s de leurs
pre´formes d’autant plus qu’elles de´pendent du re´gime d’e´coulement, i.e. de la saturation
(Cf. la diffe´rence entre perme´abilite´ relative et perme´abilite´ effective dans le paragraphe
5.2.4.2 du chapitre 5). Les re´sultats obtenus sont rarement qualifie´s quantitativement.
Nous ne disposons donc pas de cas test re´el permettant de confronter les mode`les de´-
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veloppe´s a` l’expe´rience. Pour ces raisons, les re´sultats pre´sente´s ici ont e´te´ obtenus sur
une forme de type (( T )) avec des orientations de perme´abilite´, pour des conditions de
simulations volontairement tre`s exage´re´es, ceci afin de bien observer les interactions entre
le comportement solide des pre´formes et l’e´coulement de la re´sine.
Comme indique´ sur la figure 13.3-b, sur la base de la forme en T, la re´sine est injecte´e a`
pression constante. Le sac a` vide applique une pression me´canique normale sur la face su-
pe´rieure correspondant a` la pression me´canique ne´cessaire pour contrebalancer la pression
d’injection de la re´sine, ici la pression atmosphe´rique. Les orientations de perme´abilite´s de
la pre´forme sont e´galement indique´es sur ce sche´ma. Le noyau (partie solide sans orienta-
tion de perme´abilite´) et les fibres dans les directions longitudinales des pre´formes sont 10
fois plus perme´ables que dans les directions transverses. Le comportement des pre´formes
est e´lastique non-line´aire isotrope, tel que pre´sente´ sur la figure 13.2, et un cœfficient de
Poisson nul est utilise´. Les pre´formes subissent de grandes de´formations (non-line´arite´s
ge´ome´triques active´es). Le mode`le e´le´ments finis en de´formations planes comporte 1151
e´le´ments et 643 nœuds pour un nombre total de 3215 degre´s de liberte´. Pour les condi-
tions de simulation utilise´es, le calcul comporte 367 ite´rations en temps et correspond a`
un temps CPU d’environ 50 minutes sur un Pentium 4. La porosite´ initiale de la pre´forme
est suppose´e uniforme, e´gale a` 61, 3 %. Les fibres de carbone ont un diame`tre de 5 µm,
ce qui conduit aux permeabilite´s initiales indique´es sur la figure 13.3 compte tenu des
constantes de Kozeny choisies (hk1 = 100 et hk2 = 10).
Figure 13.2 – Loi de comportement me´canique des pre´formes utilise´e pour l’injection d’une
jonction en (( T )).
La figure 13.3-a pre´sente la distribution de la pression de la re´sine dans la jonction en
(( T )) de´forme´e. Dans un premier temps, la phase de compression correspond a` une forte
diminution de l’e´paisseur associe´e e´galement a` une diminution de la porosite´. Dans un
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Pression sac à vide
Pression injection
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Conditions de simulation :
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Figure 13.3 – Injection d’un T : (a) distribution de pression en (Pa) sur la pre´forme
de´forme´e, (b) orientation de perme´abilite´ sur la pre´forme initiale et conditions aux limites.
second temps, compte tenu du de´bit d’injection important applique´, une augmentation
assez importante des porosite´s, donc des e´paisseurs, est observe´e (voir augmentation des
porosite´s sur la figure 13.4 au cours du remplissage). L’augmentation de l’e´paisseur des
pre´formes lors de l’infusion est conforme aux phe´nome`nes observe´s dans la litte´rature
notamment par Kang et al. (2001) et Ahn et al. (1990).
Cette simulation illustre l’effet du mode`le de Terzaghi sur le comportement des pre´-
formes. Cet effet est couple´ avec l’e´coulement pre´fe´rentiel duˆ aux orientations de per-
me´abilite´s dans les pre´formes. Ici, le manque de connaissance ne permet pas d’utiliser
le parame`tre de Biot. Ce parame`tre devra eˆtre ajuste´ par comparaison de re´sultats nu-
me´riques et de re´sultats expe´rimentaux afin de pre´dire les bonnes variations d’e´paisseur.
Mais cet ajustement ne peut avoir lieu sur des ge´ome´tries aussi complexes.
Une e´tude parame´trique rapide a e´te´ re´alise´e sur cette jonction en (( T )). Elle de´crit
l’e´volution de la porosite´ moyenne en fonction du degre´ de remplissage pour diffe´rents
niveaux de pression du sac a` vide, donc diffe´rentes pressions d’injection. Deux types de
comportement ont e´te´ e´tudie´s. Un comportement e´lastique non-line´aire en grandes de´for-
mations (voir figure 13.2) et un comportement (( e´lastique line´aire )) en grandes de´forma-
tions de rigidite´ 4.106 Pa. Les figures 13.4-a et 13.4-b pre´sentent les re´sultats obtenus.
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(a) Loi de comportement line´aire (b) Loi de comportement non-line´aire
Figure 13.4 – Comparaison des porosite´s en fonction du degre´ de remplissage (rapport
entre le volume rempli et le volume total) pour diffe´rents niveaux de pression et les lois
de comportement line´aire (a) et non-line´aire (b).
Dans le cas d’une loi de comportement non-line´aire (figure 13.4-b), une de´croissance
non-line´aire des porosite´s avec l’augmentation de la pression applique´e par le sac a` vide est
observe´e. Plus le niveau de pression du sac a` vide augmente, moins la variation de porosite´
est grande (courbes rouges). Pour la loi line´aire (figure 13.4-a) l’effet est inverse. Il faut
rappeler que l’augmentation de la pression du sac a` vide implique e´galement l’augmen-
tation de la pression d’injection sur la base de la jonction en (( T )). Cette augmentation
de la pression d’injection conduit localement a` une dilatation des nappes sur la base de
la pre´forme, le reste de la jonction e´tant (( compacte´ )) par la re´sine d’une part et le sac
a` vide d’autre part. En conclusion, pour ces conditions de simulations ou` la pression du
sac a` vide est la meˆme que la pression d’injection de la re´sine, la variation de la porosite´
est essentiellement due a` l’effet de la pression du sac a` vide.
13.2 Conclusion
Ce premier exemple illustre l’influence de l’action de la re´sine infuse´e sur la de´formation
des pre´formes, i.e. la condition de couplage entre l’e´coulement de la re´sine et les pre´formes
via le mode`le de Terzaghi. Cette illustration est rassurante dans la mesure ou` les tendances
concernant la variation d’e´paisseur sont conformes a` celles observe´es dans la litte´rature.
Dans le chapitre suivant, nous proposons deux algorithmes pour l’e´tude respective des
proce´de´s LRI et RFI. Ces algorithmes sont base´s sur le meˆme algorithme de (( filling ))
qui suppose un de´coupage du remplissage en incre´ments quasi-statiques.
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14.1 Introduction
Dans ce chapitre, des algorithmes de re´solution pour les proce´de´s LRI et RFI, e´labore´s
a` partir des outils de calcul pre´ce´demment de´veloppe´s, sont propose´s. Ici, comme dans le
chapitre pre´ce`dent, seuls les aspects me´caniques sont conside´re´s. Apre`s une pre´sentation
des algorithmes de re´solution et des conditions aux limites associe´es a` chaque type de
proce´de´ (LRI et RFI ), les re´sultats nume´riques sont pre´sente´s et commente´s. Une e´tude
qualitative des re´sultats obtenus est re´alise´e.
14.2 Simulation du proce´de´ LRI
14.2.1 Principe
Dans le cas du proce´de´ LRI, le film de re´sine est re´alise´ a` l’aide d’un tissu drainant de
dimensions fixes contenant la re´sine liquide. Dans cette premie`re approche de la mode´li-
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sation de l’infusion par tissu drainant deux hypothe`ses sont retenues. Tout d’abord nous
supposons un remplissage instantane´ du drainant, ce qui est observe´ expe´rimentalement.
Par conse´quent l’infusion dans les renforts se produit une fois le drainant entie`rement
sature´. Par ailleurs, la perme´abilite´ du drainant, tre`s forte par rapport a` celle des ren-
forts, permet de conside´rer les e´quations de Stokes en re´gime stationnaire dans cette zone
(voir Annexe K). Compte tenu des deux hypothe`ses pre´ce´dentes, l’e´tude du remplissage
du drainant n’est pas ne´cessaire. D’un point de vue me´canique, le drainant, bien que tre`s
perme´able, posse`de une rigidite´ transverse tre`s importante devant la rigidite´ transverse
des pre´formes. Les de´formations de ce composant sont ainsi ne´gligeables devant celles des
pre´formes.
Bien qu’expe´rimentalement l’hypothe`se de remplissage quasi-instantane´ du drainant
est ve´rifie´e, une caracte´risation de la perme´abilite´ du drainant permettrait de mode´liser
plus pre´cise´ment les diffe´rents me´canismes interagissant au cours du proce´de´. En outre, la
prise en compte de cette perme´abilite´ permettrait de simplifier le proble`me pre´ce´dent en
couplant fortement le comportement dans les deux zones puisque dans ce cas le meˆme type
d’e´quation de comportement serait utilise´ pour mode´liser l’e´coulement dans le drainant
et la re´sine (e´quations de Darcy, voire e´quations de Brinkman). Dans la litte´rature de
nombreux auteurs s’inte´ressent au couplage fort de milieux a` perme´abilite´s tre`s diffe´rentes.
Nume´riquement des proble`mes de conditionnement de matrices interviennent et rendent
difficile cette e´tude (Bastian et Reichenberger (2000)). Une e´tude nume´rique de ce type
de proble`me a e´te´ re´alise´e dans le cadre de cette the`se a` l’aide de FEM-LABTM. Elle n’est
pas pre´sente´e dans ce manuscrit. Cette e´tude indique ne´anmoins des difficulte´s nume´riques
lorsque les rapports de perme´abilite´ sont supe´rieurs a` 104.
Comme dans le cas du traitement du proce´de´ VARTM, l’algorithme utilise´ (Figure
14.1) repose sur la re´solution de proble`mes implicites a` l’inte´rieur d’une boucle de conver-
gence pour chaque pas de remplissage. Ici, trois proble`mes sont re´solus : la me´canique de
la de´formation des pre´formes, l’e´coulement de Darcy a` l’inte´rieur des pre´formes, et l’e´cou-
lement de Stokes dans le drainant. Comme dans le cas pre´ce´dent, la formulation ALE
n’est pas employe´e car elle n’est pas aussi pertinente que dans le cas d’un couplage fort
direct. Les conditions de couplage entre les diffe´rentes zones sont de´crites sur l’algorithme
14.1.
Globalement le report des conditions aux limites est identique a` celui employe´ lors des
injections de re´sine sous sac a` vide (voir algorithme 13.1). Il est comple´te´ par l’e´coulement
de la re´sine dans le tissu drainant. Il semble ici que deux types de conditions aux limites
peuvent eˆtre employe´s, elles seront de´crites plus pre´cise´ment dans le paragraphe suivant.
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INITIALISATION (t = 0)
- calcul mécanique (élastique non linéaire en
grandes déformations) sur l’empilement (le
drainant possède une rigidité très importante).
En sortie :
- nouvelles porosités.
STOKES : DRAINANT
- calcul écoulement de Stokes (vitesse – pression)
dans le domaine purement fluide sur lequel le sac
à vide applique une pression (type 1).
En sortie :
- pression hydrostatique.
REMPLISSAGE DARCY
- remplissage entre t et t+∆t des préformes. La
zone humide est déterminée par l’algorithme de
filling.
En sortie :
- pression hydrostatique à l’intérieur des nappes.
NON-LINÉAIRE PORO-ÉLASTIQUE
-calcul élastique non-linéaire en grandes
déformations dans les préformes poreuses.
- prise en compte du modèle de Terzaghi.
En sortie :
- champ de déplacement, nouvelle géométrie et
nouvelles perméabilités.
Convergence
déplacement,
pression?et?vitesse
Remplissage
complet ?
t ← t + ∆t
non
non
oui
oui
champ de vitesse et
de pression
hydrostatique
PREFORMES
PREFORMES
= pression
face inférieure
- pression à
l’intérieur des pores
- calcul de la
quantité de matière
absorbée
déformation des
préformes
(déformation
négligeable du
drainant)
déformation des
préformes (géométrie,
perméabilités)
ALE
(éventuellement)
PREFORMES
FLUIDE
Remarques :
- résolution de trois problèmes implicites
- boucle de convergence en vitesse, pression et déplacement
vitesse d’injection
du pas précèdent
TEMPS SUIVANT
SORTIESContre-moule drainant
Figure 14.1 – Principe de couplage : algorithme pour le proce´de´ LRI - couplage fort
ite´ratif entre l’e´coulement de la re´sine dans le drainant et l’e´coulement dans les pre´formes
compressibles.
14.2.2 Re´sultats
Un exemple de re´sultat est pre´sente´ sur la figure 14.3. Ici, l’infusion d’une coque
pre´sentant des effets de courbures est re´alise´e. La loi de comportement des nappes dans
l’e´paisseur est repre´sente´e sur la figure 14.2, il s’agit de la loi de comportement de´termine´e
expe´rimentalement (chapitre 15) que nous avons tronque´e afin de limiter les difficulte´s
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nume´riques (voir §15.3). La rigidite´ du drainant est isotrope et 1000 fois supe´rieure a` celle
des nappes dans la direction transverse. Le comportement des nappes est suppose´ isotrope
transverse avec un plan d’isotropie contenu dans le plan des nappes. La rigidite´ dans la
direction longitudinale des fibres est suppose´ 100 fois plus importante que celle utilise´e
dans l’e´paisseur. Les cœfficients de Poisson νTT ′ et νLT sont suppose´s nuls. Concernant le
calcul des perme´abilite´s la relation de Carman Kozeny (Eq. 5.17, page 61) est employe´e.
Les fibres de carbone posse`dent un diame`tre de 5 µm et les constantes de Kozeny dans
les trois directions sont identiques et e´gales a` hk = 10. Ces constantes conduisent a` des
perme´abilite´s variant entre 10−12 m2 a` l’e´tat initial et 10−14 m2 apre`s compression.
Figure 14.2 – Loi de comportement tronque´e correspondant a` la loi expe´rimentale 15.4.
Les conditions aux limites pour le demi-mode`le sont repre´sente´es en partie sur la figure
14.3-a et l’algorithme 14.1. Concernant le calcul, l’assemblage de pre´formes et du drainant
est soumis a` la pression me´canique du sac a` vide qui provoque l’e´crasement de la pre´forme
et la diminution de sa porosite´ (figure 14.3-b). En fin d’infusion l’e´paisseur de la pre´forme
a augmente´ sous l’action de la pression de la re´sine dans les pores des nappes (voir figure
14.3-d). Dans cette e´tude, la de´formation des e´le´ments dans la zone de pre´forme ne requiert
pas de remaillage puisque le facteur de forme des e´le´ments reste correct. Le report des
conditions aux limites entre les 3 proble`mes implicites est celui pre´sente´ sur l’algorithme
14.1.
La convergence d’un tel mode`le n’est pas triviale. En particulier les grandes de´forma-
tions des nappes couple´es a` leur comportement anisotrope ainsi qu’au mode`le de Terzaghi
ne´cessitent souvent un nombre tre`s important d’ite´rations pour obtenir la solution. Les
parame`tres de convergence (nombre d’incre´ments, valeur des re´sidus, me´thodes de re´so-
lution) doivent eˆtre ajuste´s afin d’obtenir des re´sultats cohe´rents au sens des re´sidus qui
doivent rester suffisamment faibles. Notons que lorsque des forts ratios de rigidite´ sont
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(a) avant compression
(b) après compression
(c) conditions aux limites de type 2
(d) conditions aux limites de type 1
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Figure 14.3 – Infusion d’une demi-coque par proce´de´ LRI - (a) empilement pre´-
forme/re´sine, (b) pression me´canique du sac a` vide avant infusion, (c) pre´forme sature´e a`
100% - condition de type 1, (d) pre´forme sature´e a` 100% - condition de type 2.
utilise´s entre les directions d’anisotropie le nombre d’incre´ments augmente fortement.
Nous pouvons remarquer que par rapport a` la re´alite´, imposer une pression me´canique
sur l’empilement ne suffit pas a` repre´senter la pre´sence du contre-moule. En effet, meˆme
si des trous de passage sont ge´ne´ralement pre´sents dans cette partie me´tallique au total
leur surface n’exce`de pas 5% de la surface utile. Nous proposons donc de repre´senter la
pre´sence de ce contre moule a` l’aide de conditions de paroi imperme´able (voir figure 14.4-
b) plutot que d’imposer la pression me´canqiue du sac a` vide (voir figure 14.4-a). Dans cette
nouvelle configuration, une pression d’injection constante est par ailleurs applique´e par la
buse d’injection sur le bord de la pie`ce. Compte tenu des tre`s faibles vitesses d’infusion,
nous constatons que la pression est quasiment constante dans le drainant (voir figure
14.3-c), et qu’elle ne varie pas au cours du temps.
La figure 14.5 pre´sente l’e´volution de la porosite´ moyenne et du temps de remplissage
en fonction du degre´ de remplissage de´fini comme le ratio entre le volume infuse´ et le
volume total. Les re´sultats obtenus pour les deux types de conditions aux limites pre´-
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Figure 14.4 – Conditions aux limites dans la zone de Stokes pour le proce´de´ LRI : (a)
type 1, (b) type 2.
sente´s ici montrent que l’e´volution de la porosite´ moyenne est relativement identique. En
revanche, les temps de remplissage sont beaucoup plus importants pour le premier type
de conditions, soit 50 minutes contre 20 minutes pour le second type. Cette augmentation
est une conse´quence d’une re´partition plus he´te´roge`ne de la pression au niveau de l’inter-
face entre le drainant et les pre´formes (figure 14.3-d) pour le premier type de condition.
Concernant les temps de calculs ils sont d’environ 30 minutes pour ce type de mode`les
2D compose´ de 1245 e´le´ments. Ils sont principalement lie´s aux non-line´arite´s importantes
dans la zone des pre´formes qui ne´cessitent souvent plusieurs ite´rations pour converger.
(a) condition de type 2 (figure 14.4-a) (b) condition de type 1 (figure 14.4-b)
Figure 14.5 – Infusion d’une demi-coque par proce´de´ LRI : e´volution de la porosite´ et
du temps de remplissage en fonction du degre´ de remplissage pour les deux types de
conditions.
Pour ce proce´de´ le choix des conditions aux limites n’est pas fige´. Actuellement, d’un
point de vue industriel le second type de solution est le plus souvent utilise´. Pourtant, au
cours de l’infusion, lorsque la re´sine est amene´e par le tirage du vide depuis un pot de
re´sine situe´ a` l’exte´rieur, ces conditions ne sont pas adapte´es (voir figure 14.6). Les outils
nume´riques de´veloppe´s dans le cadre de ce travail doivent donc eˆtre utilise´s diffe´remment.
En effet, on constate expe´rimentalement que la pression de la re´sine au niveau de la buse
d’injection n’est pas constante, elle diminue au cours de l’infusion compte tenu de la
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re´sistance des pre´formes a` l’e´coulement. Notons e´galement que la condition d’adhe´rence
entre le tissu drainant et les pre´formes n’est pas non plus re´aliste. Il existe du glissement
entre ces deux composants qu’il conviendrait de mode´liser au moyen d’un me´thode de
contact. Ce mode`le peut ne´anmoins eˆtre utilise´ dans un cas 1D puisque dans ce cas le
glissement entre ces deux composants est nul (voir essais de validation du proce´de´ LRI
dans le chapitre 15).
contre moule perforé
Sac à vide
drainant
moule
préforme
mastic
pression
évent
pot de
résine
tirage du
vide
Figure 14.6 – Principe du proce´de´ LRI lorsque la re´sine est apporte´e depuis un pot de
re´sine et via une pompe a` vide.
14.3 Traitement du proce´de´ RFI
14.3.1 Principe
L’algorithme de calcul employe´ pour le proce´de´ RFI est assez proche de celui utilise´
pour le proce´de´ LRI. Le principe est toujours le meˆme : re´solution ite´rative de proble`mes
implicites pour chaque pas de remplissage (voir algorithme 14.7). Comme pour les deux
autres algorithmes pre´sente´s, la formulation ALE n’est pas pertinente suite a` l’emploi
d’un couplage fort ite´ratif entre les proble`mes de me´canique des fluides d’une part et de
me´canique des solides d’autre part. Ne´anmoins, par rapport au cas du LRI, dans le cas
du RFI un proble`me me´canique supple´mentaire est traite´ afin de pre´voir le de´placement
de la zone de re´sine en fonction de la quantite´ de re´sine absorbe´e par le milieu poreux.
Les hypothe`ses de calcul sont semblables aux hypothe`ses conside´re´es pour l’algorithme
LRI et l’e´coulement est divise´ en pas de remplissage quasi-statiques. Au niveau de l’inter-
face entre les pre´formes sature´es et la zone purement fluide, deux hypothe`ses supple´men-
taires sont pose´es. D’une part les vitesses de cisaillement au niveau de cette interface sont
libres. D’autre part, la rigidite´ des pre´formes est tre`s importante devant celle du film de
re´sine liquide qui se lique´fie sous l’action du cycle de tempe´rature. Compte tenu des tre`s
faibles perme´abilite´s conside´re´es dans le milieu poreux, les vitesses d’e´coulement dans la
zone de re´sine sont tre`s importantes devant les vitesses macroscopiques intervenant dans
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le milieu poreux sature´. Nous supposons donc, pour chaque pas de remplissage quasi sta-
tique, la zone de re´sine s’ajuste de fac¸on quasi-instantane´e a` la forme des pre´formes, ce
qui implique la condition v · n = 0. La diminution de la zone de re´sine est calcule´e a` par-
tir d’un calcul macroscopique du volume de fluide entrant dans le milieux poreux entre
deux pas de remplissage, a` partir des diffe´rences centre´es sur la vitesse du fluide entre
deux instants successifs. La variation d’e´paisseur de cette zone est distribue´e de manie`re
homoge`ne sur l’e´paisseur de la zone de re´sine. Cette diminution est accompagne´e d’une
forte distorsion des e´le´ments qui doit eˆtre traite´e a` l’aide de l’algorithme de remaillage
de´veloppe´ dans le chapitre 11.
Cette premie`re approche de l’infusion a` base d’un film de re´sine est bien suˆr tre`s
simplificatrice. En effet, le couplage entre le fluide et les pre´formes sature´es repose en
toute rigueur sur un me´canisme de contact qui vient ge´rer l’e´quilibre me´canique. Cet outil
n’est actuellement pas disponible dans les librairies PRO-FLOTTM. Nous avons e´tudie´
brie`vement son imple´mentation qui repose sur les meˆmes types de me´canisme que l’in-
compressibilite´ ou les relations cine´matiques, i.e. l’ajout de relations supple´mentaires en
l’occurrence ici des rigidite´s supple´mentaires, par la me´thode de pe´nalite´, des multipli-
cateurs de Lagrange ou du Lagrangien augmente´ (Chamoret (2002)) mais cette me´thode
n’a pas e´te´ inte´gre´e dans le cadre de ce travail.
14.3.2 Re´sultats
L’infusion de la demi-coque de´ja` pre´sente´e pour le proce´de´ LRI est re´alise´e ici a` l’aide
d’une technique de type RFI (voir figure 14.8). Les caracte´ristiques des pre´formes sont
identiques. Pour ce proce´de´ deux types de conditions aux limites ont e´te´ employe´es, elles
sont pre´sente´es sur la figure 14.9. Le premier type (figure 14.9-a) correspond a` l’application
des conditions de Beaver-Joseph-Shaffman au niveau de l’interface entre la zone de re´sine
seule et les pre´formes sature´es assurant la continuite´ du vecteur contrainte. Pour le second
type (figure 14.9-b), une pression constante est conside´re´e dans la zone de Stokes. Cette
condition correspond a` la condition actuellement employe´e dans les codes de calculs ou`
cette couche de re´sine ne peut eˆtre prise en compte.
Comme dans le cas du proce´de´ LRI, le mode de remplissage des pre´formes diffe`re
fortement en fonction du type de condition employe´ (type 1 ou 2). Dans le cas d’une
pression constante, le remplissage des pre´formes a lieu de manie`re quasi-homoge`ne (figure
14.8-d). En revanche, la pre´sence d’effets de courbures apparaˆıt clairement lorsque les
conditions de Beaver-Joseph-Shaffman sont employe´s. Les temps de calculs pour de tels
mode`les sont d’environ 30 minutes.
Concernant l’e´volution de la porosite´ moyenne et du temps de remplissage, une forte
influence du type de condition aux limites est observe´e. Le temps de remplissage est 2,5
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INITIALISATION (t = 0)
- calcul mécanique (élastique non linéaire en
grandes déformations) sur l’empilement de
préformes (la résine n’infuse pas).
En sortie :
- vecteur contrainte sur la face inférieure
- nouvelles porosités
STOKES : FILM RESINE
- calcul écoulement de Stokes (vitesse – pression)
dans le domaine purement fluide sur lequel les
préformes appliquent une contrainte (type 1).
En sortie :
- pression hydrostatique
REMPLISSAGE DARCY
- remplissage entre t et t+∆t des préformes. La
zone humide est déterminée par l’algorithme de
filling.
En sortie :
- pression hydrostatique à l’intérieur des nappes.
NON-LINÉAIRE PORO-ÉLASTIQUE
-calcul élastique non-linéaire en grandes
déformations dans les préformes poreuses.
- prise en compte du modèle de Terzaghi.
En sortie :
- champ de déplacement, nouvelle géométrie et
nouvelles perméabilités.
DOMAINE DE REFERENCE ASSOCIE AU
FILM DE RESINE
- calcul élastique pour traiter l’évolution du
domaine dans lequel s’écoule la résine seule.
- prise en compte de la quantité de résine infusée.
- remaillage.
En sortie :
- champ de déplacement et nouvelle géométrie.
Remplissage
complet ?
t ← t + ∆t
non
non
oui
oui
- champ de pression
hydrostatique
PREFORMES
PREFORMES
= pression de la résine
sur la face supérieure
FLUIDE FLUIDE
- pression
hydrostatique à
l’intérieur des pores
- calcul de la quantité
de matière absorbée
- déformation des
préformes
- déformation des
préformes
ALE
(éventuellement)
ALE
(éventuellement)
PREFORMES
FLUIDE
Remarques :
- résolution de quatre problèmes implicites.
- boucle de convergence en vitesse, pression et déplacement.
- algorithme de remaillage associé au domaine de résine.
- déformation du
domaine
TEMPS SUIVANT Convergence
déplacement,?pression
et?vitesse
SORTIES
Figure 14.7 – Principe de couplage : algorithme pour le proce´de´ RFI - couplage fort ite´ratif
entre l’e´coulement de la re´sine dans le film de re´sine et l’e´coulement dans les pre´formes
compressibles.
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(a) avant compression
(b) après compression
(c) conditions aux limites de type 1
(d) conditions aux limites de type 2
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vecteur vitesse (m/s)
pression (Pa)
vecteur vitesse (m/s)
pression (Pa)
Pression
mécani
que
déplace
ment : u
. n = 0
Figure 14.8 – Infusion d’une demi-coque par proce´de´ RFI - (a) empilement pre´-
forme/re´sine, (b) pression me´canique due au sac a` vide avant infusion, (c) pre´forme sature´e
a` 100% - condition de type 1, (d) pre´forme sature´e a` 100% - condition de type 2.
STOKES
STOKES
pression constante p = 1.105
v . n = 0
pression mécanique imposée par les
préformes
v . n = 0symétrie
(b)(a)
Figure 14.9 – Conditions aux limites dans la zone de Stokes pour le proce´de´ RFI : (a)
type 1, (b) type 2.
fois plus faible lorsque la pression impose´e est constante dans la zone de Stokes. Dans
ce cas, la porosite´ moyenne est e´galement affecte´e par le type de condition aux limites,
passant de 0, 41 (type 1) a` 0, 45 (type 2) en fin d’infusion selon que la pression re´sulte de
l’e´quilibre me´canique ou qu’elle est impose´e.
La simulation d’une plaque plane sans effets de courbures a e´te´ re´alise´e. Hormis l’ab-
sence de courbures, les conditions de simulations et les caracte´ristiques de la pre´forme
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(a) condition de type 1 (figure 14.9-a) (b) condition de type 2 (figure 14.9-b)
Figure 14.10 – Infusion d’une demi-coque par proce´de´ RFI : e´volution de la porosite´ et
du temps de remplissage en fonction du degre´ de remplissage.
restent identiques. Dans ce cas, une pression hydrostatique homoge`ne dans la zone de
re´sine seule est observe´e. La figure 14.11 donne l’e´volution de la pression hydrostatique
moyenne a` la frontie`re Stokes-Darcy au cours du remplissage. Le phe´nome`ne de re´sistance
a` l’infusion apparaˆıt explicitement sur cette simulation : une diminution importante de la
pression hydrostatique est observe´ en de´but d’infusion (elle passe de 105 Pa a` 6, 6.104 Pa)
et est suivie par une de´croissance plus lente. Cette diminution indique une augmentation
de la re´sistance a` l’e´coulement au fur et a` mesure du remplissage des pre´formes. Ainsi,
meˆme dans un cas tre`s simple, une pression constante n’est pas en mesure de repre´senter
la complexite´ des proce´de´s RFI ou` la pression de la re´sine est pilote´e par les perme´abilite´s
et donc la de´formation des pre´formes. Les simulations nume´riques d’infusion actuellement
re´alise´es pour lesquels la pression est suppose´e constante dans la zone de Stokes ne sont
donc plus valables pour des cas simples 1D, les simulations 2D et 3D ne sont donc pas
raisonnablement envisageables.
14.4 Conclusion
Nous venons de ve´rifier que les simulations nume´riques ne sont pas capables de pre´dire
les temps de remplissage correctement, pour partie a` cause de la formulation trop simpliste
du proble`me physique a` re´soudre, notamment en remplac¸ant la pre´sence de re´sine par de
simples conditions d’injection. Les re´sultats obtenus sont une illustration de ces difficulte´s.
Les simulations d’infusion pre´sente´es ici dans le cadre des proce´de´s LRI et RFI, ne
peuvent pas eˆtre valide´es a` l’aide de mode`les analytiques. Dans le cadre de ce travail de
the`se nous avons insiste´ sur la validation se´pare´e des diffe´rents outils nume´riques de´ve-
loppe´s dans les librairies PRO-FLOT. Dans le chapitre suivant nous proposons quelques
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Figure 14.11 – Infusion d’une plaque plane par proce´de´ RFI : e´volution de la pression
hydrostatique a` la frontie`re Stokes-Darcy en fonction du degre´ de remplissage.
e´le´ments de validation des mode`les de´veloppe´s a` l’aide d’essais expe´rimentaux.
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15.1 Introduction
Compte tenu de la complexite´ des mode`les de´veloppe´s dans le cadre de la mode´lisa-
tion des proce´de´s par infusion, seules des e´tudes expe´rimentales peuvent permettre de
valider les diffe´rentes hypothe`ses retenues. Dans ce chapitre, une expe´rience relativement
simplifie´e d’infusion d’une pre´forme se`che plane (sans effet de courbure) est re´alise´e afin
de valider l’algorithme de´veloppe´ dans le cadre du traitement des proce´de´s de type LRI.
La validation propose´e ici repose a` la fois sur des aspects purement me´caniques, i.e. la
compression des nappes se`ches lors de l’application de la pression du sac a` vide, mais
e´galement sur des mesures re´alise´es lors de l’infusion (e´paisseur, quantite´ de re´sine, etc
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. . . ). Dans un premier temps, une description de l’essai d’infusion LRI re´alise´ chez Hexcel
Reinforcements est effectue´e. Les re´sultats obtenus sont ensuite compare´s a` des re´sultats
nume´riques. Ce chapitre propose enfin des perspectives d’ame´lioration de ces premiers es-
sais et, en paralle`le, une critique des diffe´rentes hypothe`ses re´alise´es au niveau du mode`le
nume´rique et leurs implications sur les re´sultats obtenus.
15.2 L’expe´rience re´alise´e
L’expe´rience re´alise´e est repre´sente´e sur la photographie 15.1. Elle correspond a` l’essai
LRI de la figure 1.6, page 19. La pression applique´e par le sac a` vide sur l’empilement
de pre´formes n’est pas tout a` fait la pression atmosphe´rique. Afin de garantir un meilleur
tirage du vide, une seconde baˆche a` vide est place´e sur l’empilement. L’essai re´alise´ montre
une pression re´siduelle de 3, 1 mbar.
Table
chauffante
capteur de
température
sortie résine
pompe à vide
mastic
arrivée résine
Figure 15.1 – Infusion d’une plaque par proce´de´ LRI - le principe est de´crit sur la figure
1.6.
15.2.1 La pre´forme
La pre´forme infuse´e est constitue´e d’un empilement de 100 nappes de NC2 bidirection-
nel : [0,90]100. Les dimensions initiales du stratifie´ sont re´pertorie´es sur la figure 15.2. La
masse mesure´e de l’assemblage est 4, 615 kg. Compte tenu des dimensions de la plaque,
la masse surfacique est msf = 20, 49 kg/m
2. La masse volumique des fibres de carbone
est mf = 1800 kg/m
3 (Berthelot (2005)). L’e´paisseur initiale de la pre´forme se`che e´tant
h = 56 mm, sa porosite´ initiale est φ = 1 − φf = 1 − m
s
f
mf h
= 79, 7% ou` φf de´signe la
fraction volumique de fibres.
Note : compte tenu de la rigidite´ tre`s faible de l’empilement de nappes NC2, et des
conditions de mesures (mesure de l’e´paisseur de la nappe se`che au pied a` coulisse sur un
bord), cette e´paisseur initiale devra eˆtre utilise´e avec pre´caution. Notons que l’e´paisseur
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56
585
385
Figure 15.2 – Dimension du stratifie´ (en mm) avant infusion.
re´siduelle de la pre´forme, une fois le contre moule de´pose´, est d’environ 40 mm (e´paisseur
e´galement de´termine´e au pied a` coulisse apre`s de´pose et retrait du contre moule). Cette
variation indique la pre´sence d’effets irre´versibles que nous avons mentionne´s dans le
paragraphe 5.3.2 de la partie II.
15.2.2 La re´sine
La re´sine utilise´e est une re´sine de type HexFlow c© RTM 6. Elle est conserve´e en dehors
de la table chauffante dans un pot chauffant a` 80˚ C. La tempe´rature de consigne de la
table chauffante e´tant de 120˚ C, une viscosite´ constante de 0, 027 Pa.s est conside´re´e
pendant la totalite´ de l’essai (voir la Figure 15.3). Cette viscosite´ constante est utilise´e
dans le mode`le e´le´ments finis.
0
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time (min)
Complex viscosity (Pas)
180°C ISO
160°C ISO 140°C ISO
120°C ISO
100°C ISO
viscositédynamique (Pa.s)
temps (min)
Figure 15.3 – HexFlow c© RTM 6 Viscosite´ isotherme.
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15.3 Essai de compression
15.3.1 L’expe´rience
L’essai de compression transverse sur l’empilement pre´ce´dent (e´paisseur 56 mm) est
re´alise´ sur une machine de type Z300 ZWICK 300kN (voir figure 15.4-a). Apre`s traitement
et transformation de la courbe tF = f (td), la courbe exprimant les contraintes de Cauchy
tσ en fonction de de´formations logarithmiques t² est calcule´e (voir figure 15.4-b) selon la
me´thode pre´sente´e dans le paragraphe 8.3.1.2. Dans la suite, des cœfficients de Poisson
quasi-nuls sont conside´re´s, conduisant a` l’absence de de´formations dans les directions
transverses lors de la sollicitation dans l’e´paisseur.
(a) (b)
Figure 15.4 – Essai de compression des pre´formes : (a) machine de compression type Z300
ZWICK 300kN, (b) courbe de compression Cauchy-logarithmiques et porosite´ correspon-
dante.
De toute e´vidence, la premie`re partie de la courbe de compression, correspondant a`
de tre`s fortes de´formations pour de tre`s faibles contraintes, n’est pas significative. Elle
correspond a` l’arrangement des diffe´rents plis entre eux. D’ailleurs, l’e´paisseur re´siduelle
apre`s compression est diffe´rente de l’e´paisseur initiale, mais aucune mesure pre´cise de cette
e´paisseur n’a e´te´ re´alise´e compte tenu des dispositifs de mesures disponibles lors de ces
essais et de la souplesse de l’empilement de pre´formes. Enfin, la figure 15.4-b montre une
porosite´ finale d’environ 20 %. Or, une analyse de la micro-structure des nappes montre
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une compacite´ the´orique maximale de 0, 785 soit une porosite´ de 21, 5 % (figure 15.5-b),
proche du taux de fibres rencontre´ ici. Nous observons donc que la compacite´ de 0, 907
pour un arrangement correspondant a` la figure 15.5-b n’est pas envisageable pour les NC2
sans de´te´riorer le renfort.
Compacité maxi. : Compacité maxi. :
(a) (b)
Figure 15.5 – Compacite´ maximale pour deux types d’arrangements parfaits de fibres
cylindriques.
Pour limiter les proble`mes nume´riques inhe´rents aux grandes de´formations pendant la
compression des nappes, il est possible d’effectuer un tronquage de cette courbe. En outre,
ce tronquage permet d’e´viter l’ope´ration de remaillage des pre´formes en fin de compression
avant infusion. En revanche, l’influence de ce tronquage sur les re´sultats obtenus lors des
tests de compression doit eˆtre quantifie´e. Nous avons re´alise´ cette validation a` l’aide de
l’outil de simulation me´canique de´veloppe´ dans PRO-FLOTTM (voir simulation de l’essai
de compression au paragraphe 15.3.2). Une tre`s faible diffe´rence en terme d’e´paisseur et
de porosite´s finales a e´te´ constate´e apre`s compression pour ce niveau de tronquage. Pour
la courbe tronque´e, l’e´paisseur initiale est de 29, 45 mm, elle correspond a` une porosite´
de 61, 3 %. Apre`s compresssion, l’e´paisseur finale obtenue est de 20, 62 mm (voir §15.3.2).
Cette e´paisseur initiale correspond a` l’e´paisseur pour un niveau de presssion e´gale a` 5%
de celui applique´ par le sac a` vide lors du tirage complet du vide. Avant infusion, une
mesure de l’e´paisseur de la pre´forme sous l’action du sac a` vide et du contre moule a e´te´
re´alise´e sur le bord de la plaque, l’e´paisseur e´tait d’environ 20 mm.
15.3.2 La simulation
Pour cette ge´ome´trie simple, la loi de comportement non tronque´e associe´e a` un cœf-
ficient de Poisson ν = 0 est applique´e a` une pre´forme d’e´paisseur initiale 56 mm et de
porosite´ φ = 79, 7 %. Cette loi de comportement est isotrope dans la mesure ou` la si-
mulation pre´sente´e ici se rapproche d’un essai de compresssion 1D dans les directions
principales (pas totalement puisque l’hypothe`se des de´formations planes dans les direc-
tions situe´es dans le plan est considere´e). La figure 15.6 pre´sente les re´sultats obtenus en
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supposant la loi non-line´aire repre´sente´e sur la figure 15.4-b. Ce proble`me est re´solu en
grandes de´formations au moyen de la formulation Lagrangienne Re´actualise´e developpe´e
dans le chapitre 8. Les conditions aux limites de l’essai sont synthe´tise´es sur la figure 15.6.
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Figure 15.6 – Compression de la pre´forme : conditions aux limites et dimensions en mm
(voir aussi figure 15.9).
Pour les conditions de simulations choisies (pression applique´e sur la face supe´rieure
e´gale a` 1 atm), l’e´paisseur de la pre´forme passe de 56 mm a` 20, 69 mm. La porosite´
finale est e´gale a` 45, 1 % soit un TVF de 54, 9 %. L’e´paisseur de la pre´forme obtenue
par la simulation est cohe´rente avec l’e´paisseur mesure´e au pied a` coulisse avant infusion
d’environ 20mm (mesure´e sur le bord de la plaque). Pour information, l’e´paisseur obtenue
avec la loi tronque´e est de 20, 62 pour une porosite´ de 44, 80 %. La corre´lation avec
l’e´paisseur mesure´e expe´rimentalement sur la plaque avant infusion est donc assez bonne.
Ne´anmoins, aucune mesure pre´cise de l’e´paisseur pendant la compaction n’est possible
compte tenu de l’ensemble du dispositif expe´rimental qui vient appliquer la pression du
sac a` vide.
15.4 L’essai d’infusion
15.4.1 L’expe´rience
La figure 15.7 repre´sente une mesure de l’e´volution de la quantite´ de re´sine infuse´e
en fonction du temps de remplissage. La quantite´ de re´sine absorbe´e par la plaque et le
dispositif expe´rimental en fin d’infusion est de 2, 222 kg (dans le pot de re´cupe´ration de
la re´sine, les flexibles, le drainant et les pre´formes). La plaque infuse´e est pre´sente´e sur
la photographie 15.8-a. Une fois les bords de´coupe´s et les tissus d’arrachage enleve´s, les
nouvelles dimensions de la plaque infuse´e sont 562 mm × 354 mm. Les e´paisseurs ont e´te´
mesure´es en 12 points a` l’aide d’un comparateur (voir figure 15.8-b).
Une analyse statistique montre une e´paisseur moyenne de 18, 85mm avec un e´cart type
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Figure 15.7 – Quantite´ de re´sine infuse´e en fonction du temps de remplissage.
Défauts
Points de mesures
de l’épaisseur
19,50 18,78 18,68 18,87
19,33 18,68 18,49 18,83
19,20 18,53 18,48 18,83
(a) (b)
Figure 15.8 – Infusion d’une plaque par proce´de´ LRI : (a) photographie de la plaque
infuse´e, (b) Mesures d’e´paisseur en mm apre`s de´moulage.
de 0, 33 mm. La masse du stratifie´ en fin d’infusion est de 5, 672 kg. La masse de pre´forme
apre`s l’ope´ration de de´coupage est de 562×354
585×385 × 4, 615 = 4, 077 kg. La masse de re´sine a`
l’inte´rieur de cette meˆme plaque est donc de 1, 595 kg. Une importante quantite´ de re´sine
(2, 222− 1, 595 = 0, 627 kg) a e´te´ perdue dans la de´coupe, les conduits d’alimentation, le
drainant et dans le pot de re´sine situe´ en sortie d’e´vent. A partir de l’e´paisseur de la plaque
infuse´e, un calcul du TVF (taux volumique de fibre) est re´alise´ : TVF = 59, 3 % (voir
paragraphe 15.2.1 pour la methode de calcul). Ce taux volumique de fibres peut e´galement
eˆtre calcule´ a` partir de la masse. Dans ce cas TV F =
Vf
Vt
=
Mf/ρf
Mr/ρr+Mf/ρf
= 61, 8 %. Ces
fractions volumiques correpondent aux fractions volumiques attendues dans l’ae´ronautique
par exemple.
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15.4.2 Simulation de l’infusion
Le mode`le de´veloppe´ dans le cadre de la simulation du proce´de´ LRI est utilise´. Ici, les
conditions de type 1 et 2 sont e´quivalentes en raison de l’absence d’effets de courbures.
L’infusion d’une plaque d’e´paisseur 56 mm et de largeur 385 mm en de´formations planes
est re´alise´e. Le calcul de la perme´abilite´ de la plaque est effectue´ a` l’aide d’un mode`le de
type Carman Kozeny pour lequel la perme´abilite´ de´pend essentiellement de la porosite´
(voir e´quation 5.17, page 61). Dans cette analyse, le diame`tre moyen des fibres est de
5.10−6 m et la constante de Kozeny hk e´gale a` 10. Pour une porosite´ initiale de 79, 7% a`
56 mm, nous avons donc une perme´abilite´ moyenne de 1, 92.10−12 m2. Apre`s compression
elle est de 5, 11.10−14 m2. Pour des raisons de simplification, la perme´abilite´ est suppose´e
isotrope. La rigidite´ du drainant est suppose´e 1000 fois supe´rieure a` celle des pre´formes.
La rigidite´ longitudinale des nappes est 10 fois plus importante que le rigidite´ transverse,
elle-meˆme donne´e par la courbe de compression expe´rimentale du paragraphe 15.4-b.
Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s sur la figure 15.9. Les conditions aux limites sont
sche´matise´es sur la ge´ome´trie initiale (figure 15.9-a). Apre`s compression des pre´formes
sous l’action du sac a` vide, les e´le´ments dans la zone de pre´formes pre´sentent un tre`s
mauvais facteur de forme. Un remaillage est re´alise´ conforme´ment a` la routine de´veloppe´e
(voir chapitre 11). Le nombre d’e´le´ments dans les pre´formes et le drainant est augmente´
afin de proposer une meilleure pre´cision pour la simulation de la phase d’injection (voir
figure 15.9-c).
Les re´sultats de la simulation de l’infusion indiquent une augmentation de l’e´paisseur
de la plaque de 1, 92 mm (voir figure 15.9-d). Cette augmentation est conforme a` celle
constate´e dans le chapitre pre´ce´dent (paragraphe 14.2 du chapitre 14) dans le cas de la
simulation par proce´de´ LRI, mais contraire aux variations observe´es expe´rimentalement
dans le paragraphe 15.4.1 (diminution de l’e´paisseur de 20 mm a` 18, 85 mm). Ne´anmoins,
la diminution de l’e´paisseur au cours de l’expe´rience d’infusion est contraire a` l’e´volution
propose´e par le mode`le de Terzaghi d’une part et aux e´volutions constate´es expe´rimentale-
ment par Kang et al. (2001) et Ahn et al. (1990) lors de leurs essais d’infusion d’autre part.
Avant d’interpre´ter et de de´gager des informations trop haˆtives sur cette premie`re expe´-
rience, il est important de reconside´rer toutes les hypothe`ses re´alise´es dans la simulation
nume´rique. Par ailleurs, un certain nombre d’effets constate´s expe´rimentalement n’ont pas
encore e´te´ inte´gre´s dans le mode`le. Cette premie`re expe´rience d’infusion doit donc eˆtre
vue comme un point de de´part pour l’enrichissement du mode`le par confrontation avec
l’expe´rience.
La figure 15.10 pre´sente l’e´volution de la porosite´ et du temps de remplissage de
la plaque obtenu par la simulation. L’augmentation de la porosite´ en meˆme temps que
l’e´paisseur de la plaque sous l’action du mode`le de Terzaghi conduit a` des temps de
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15.4. L’essai d’infusion
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Figure 15.9 – Infusion d’une plaque plane (distribution de pression) : Test de validation
du proce´de´ LRI.
remplissage plus courts que ceux observe´s lors des essais expe´rimentaux. Le milieu re´siste
moins a` l’e´coulement conse´cutivement a` l’augmentation de la perme´abilite´. Le lecteur
doit par ailleurs se rappeler que les pre´visions des temps d’infusion demeurent le point
faible des analyses nume´riques en raison de simplifications drastiques mais e´galement par
me´connaissance des perme´abilite´s.
Figure 15.10 – Infusion d’une plaque plane par le proce´de´ LRI : e´volution de la porosite´
et du temps de remplissage en fonction du degre´ de remplissage.
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Chapitre 15. Re´flexions autour de la validation
15.5 Confrontation mode`le / expe´rience
Des critiques peuvent eˆtre formule´es quant aux essais et aux simulations re´alise´s.
Concernant l’essai tout d’abord, il faut insister sur le fait que le vide n’est pas parfai-
tement re´alise´. Paralle`lement a` ce proble`me, des proble`mes d’uniformite´ du chargement
peuvent eˆtre mentionne´s. Notons enfin que la viscosite´ de la re´sine est assez mal maˆıtri-
se´e compte tenu de l’utilisation d’une table chauffante. Au niveau du mode`le plusieurs
contraintes expe´rimentales sont assez mal repre´sente´es. Notons tout d’abord un proble`me
de conditions aux limites. Ensuite, les de´formations planes conside´re´es dans les deux di-
rections transverses ne sont peut eˆtre pas repre´sentatives de l’essai de compression malgre´
les dimensions importantes de la plaque. D’autre part, les perme´abilite´s utilise´es dans le
mode`le sont assez mal connues. Notons par ailleurs que la simulation nume´rique emploie
une perme´abilite´ effective et ne tient pas compte des phe´nome`nes de saturation. Enfin, le
parame`tre de Biot qui pourrait eˆtre utilise´ est pour l’instant fixe´ a` 1 (mode`le de Terzaghi).
Ces essais permettent cependant d’envisager quelques me´canismes physiques qui pour-
raient eˆtre a` l’origine de la diminution de l’e´paisseur. Lors de l’infusion, il peut se produire
un re´arrangement des fibres qui expliquerait ce phe´nome`ne. Le mode`le ne permet pas de
prendre en compte ce phe´nome`ne qui de´pendrait de la ge´ome´trie des pre´formes (figure
15.5). Par ailleurs le mode`le actuel ne prend pas en compte les aspects thermo-me´caniques,
notamment les phe´nome`nes de retrait de la re´sine lors de la re´ticulation d’environ 3 % en
volume. De nouvelles expe´riences doivent donc eˆtre mene´es paralle`lement a` un enrichis-
sement du mode`le afin de pre´voir les phe´nome`nes intervenant dans ce cas pre´cis. Il serait
sans doute pre´fe´rable de re´aliser ces essais dans un autoclave afin d’assurer un meilleur
maintien de la tempe´rature et donc une bonne maˆıtrise de la viscosite´ qui serait utilise´e
dans le mode`le nume´rique. Un certain nombre de dispositifs techniques doivent e´galement
eˆtre mis au point afin de suivre pre´cisement l’e´volution des e´paisseurs avant compression,
pendant l’infusion et en fin d’infusion apre`s re´ticulation de la re´sine.
15.6 Conclusion
Cette premie`re expe´rience d’infusion dans le cadre de la validation des mode`les de´-
veloppe´s pour le proce´de´ LRI, bien que partiellement de´cevante, a fourni de nombreuses
perspectives au travail re´alise´ dans le cadre de cette the`se. Elle montre la ne´cessite´, a`
ce stade de l’e´tude, de mener en paralle`le une ame´lioration du mode`le nume´rique et la
mise au point de dispositifs expe´rimentaux pour valider de nouveaux mode`les physiques.
D’ailleurs, les travaux de the`se re´alise´s ici se poursuivent en ce sens a` l’E´cole Nationale
Supe´rieure des Mines de Saint-E´tienne.
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Les proce´de´s d’e´laboration des mate´riaux composites par infusion de type LRI et
RFI sont tre`s prometteurs. Ils permettent une re´duction importante des couˆts de fabri-
cation, notamment des couˆts de mains d’œuvre et d’outillage et permettent, s’ils sont
associe´s a` l’utilisation de renforts composites multi-axiaux performants, de re´aliser des
structures composites pre´sentant d’excellentes caracte´ristiques me´caniques. Ne´anmoins,
la complexite´ des me´canismes physiques interagissant lors de l’infusion de la re´sine dans
les pre´formes rend difficile la pre´vision des caracte´ristiques physiques et me´caniques des
structures composites en service. Afin de promouvoir ces techniques d’e´laboration actuel-
lement re´serve´es a` des applications tre`s hautes performances pour l’ae´ronautique, et de
re´duire les couˆts de mise au point de nouvelles solutions composites, ce travail de the`se
propose une analyse comple`te et syste´matique des phe´nome`nes multi-physiques (me´ca-
nique des solides, me´canique des fluides, thermique, . . . ) en vue de l’e´laboration d’un
outil nume´rique industriel base´ sur la me´thode des e´le´ments finis.
L’analyse bibliographique re´alise´e lors de la premie`re partie de l’e´tude a permis de
de´gager deux principales difficulte´s lie´es a` la mode´lisation de l’infusion. Contrairement
aux techniques traditionnelles par injection, l’infusion se de´roule ge´ne´ralement dans un
environnement semi-rigide. Les dimensions du stratifie´ ne sont donc pas impose´es par
la ge´ome´trie des moules utilise´s. Par conse´quent, lors de l’e´coulement de la re´sine, les
pre´formes vont subir d’importantes de´formations lie´es d’une part a` la contribution des
pressions applique´es par le sac a` vide, et d’autre part aux pressions engendre´es par la
re´sine a` l’inte´rieur des pores. La premie`re difficulte´ concerne donc la mode´lisation de la
de´formation des pre´formes impre´gne´es lors de l’infusion de la re´sine, et inversement l’effet
de la de´formation des nappes sur l’e´coulement de la re´sine. L’infusion ne´cessite e´galement
l’e´tude des conditions aux limites spe´cifiques au couplage entre une zone purement fluide
(la re´sine liquide) et une zone constitue´e du me´lange renfort et re´sine. L’e´tude de ces
conditions de couplage constitue la deuxie`me difficulte´ souleve´e lors de l’analyse biblio-
graphique.
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Compte tenu de la complexite´ des phe´nome`nes e´tudie´s, une mode´lisation comple`te
et ge´ne´rale de l’infusion a e´te´ propose´e dans la partie II. Le mode`le de´veloppe´ repose
sur une analyse syste´matique du comportement de chaque constituant dans chacune des
zones concerne´es par l’infusion, i.e. la re´sine seule, les pre´formes se`ches et les pre´formes
humides. Les interactions entre la re´sine et les renforts ont e´te´ inte´gre´es directement dans
les e´quations de conservation au moyen du mode`le de Terzaghi et d’une modification de la
conservation de la masse (approche ALE ). Les conditions de couplage entre les diffe´rentes
zones sont mode´lise´es au moyen de conditions aux limites particulie`res explicite´es au
cours de cette partie. A l’issue de cette analyse syste´matique, une mode´lisation comple`te
des phe´nome`nes me´caniques (solide et fluide) et thermo-physico-chimiques est propose´e.
Dans la zone he´te´roge`ne, le mode`le de´veloppe´ comporte 10 degre´s de liberte´ en 3D (3
de´placements pour les pre´formes, 3 vitesses, la pression, la saturation pour la re´sine, la
tempe´rature du me´lange et le degre´ de re´ticulation).
L’imple´mentation de ce mode`le dans le code de calcul par e´le´ments finis PRO-FLOTTM
a e´te´ re´alise´e de manie`re progressive. Dans le cadre de cette the`se, nous nous sommes in-
te´resse´s a` un couplage fort indirect de la me´canique des fluides et de la me´canique des
solides. Le couplage avec les aspects thermiques n’a pas e´te´ conside´re´. En effet, compte
tenu des hypothe`ses retenues sur les proce´de´s, l’infusion a lieu a` tempe´rature constante.
D’autre part, le mode`le thermo-physico-chimique que nous avons traite´ par diffe´rences
finies en 1D ne pose pas de proble`me nume´rique particulier a` condition de bien connaˆıtre
les proprie´te´s thermo-physico-chimiques (notamment celles du milieu he´te´roge`ne) qui de´-
pendent notamment des caracte´ristiques me´caniques de la pre´forme telle que sa porosite´.
Afin de traiter les aspects me´caniques des proce´de´s RFI et LRI dans leur globalite´,
nous avons donc de´veloppe´ quelques outils nume´riques spe´cifiques dans les librairies PRO-
FLOTTM, jusque-la` de´die´es au traitement de proble`mes de diffusion line´aire. Ces outils
ont e´te´ pre´sente´s dans la partie III de cette the`se. Une nouvelle formulation Lagrangienne
Re´actualise´e a` tout d’abord e´te´ inte´gre´e dans les librairies PRO-FLOTTM afin de trai-
ter la de´formation non-line´aire des pre´formes sous l’action de la pression applique´e par
le sac a` vide et de la pression de re´sine dans les pores. Cette formulation a e´te´ valide´e
par comparaison avec des re´sultats analytiques, obtenus par simplification des hypothe`ses
de comportement, puis des re´sultats nume´riques fournis par d’autres codes commerciaux
(AbaqusTM et SystusTM). Le proble`me vitesse-pression correspondant a` l’e´coulement de la
re´sine suivant les lois de Darcy et de Stokes a e´te´ traite´ a` l’aide d’une approche mixte base´e
sur les e´le´ments P1+/P1 et P1-bulle/P1. Les re´sultats fournis pour des cas tests sont en
excellent accord avec les re´sultats analytiques et e´galement avec les re´sultats fournis par
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FEM-LABTM pour le cas de la cavite´ ferme´e. La validation du traitement nume´rique du
mode`le de Terzaghi a e´te´ re´alise´e par comparaison avec des re´sultats analytiques. Enfin,
les outils nume´riques de´veloppe´s dans le cadre du traitement des conditions cine´matiques
entre les degre´s de liberte´ puis l’algorithme de remaillage pour le traitement de la dispa-
rition des zones de re´sine et de la dilatation des pre´formes ont ensuite e´te´ valide´s avec
succe`s, soit par comparaison avec d’autres tests nume´riques, soit par comparaison avec des
re´sultats analytiques. Une ge´ne´ralisation 3D des formulations de´veloppe´es dans le cadre
du traitement du comportement non-line´aire des pre´formes et de l’e´coulement incompres-
sible du fluide a e´galement e´te´ propose´e.
Enfin, des algorithmes nume´riques ont e´te´ pre´sente´s dans le cadre de la mode´lisation
des proce´de´s par infusion LRI et RFI. Dans le premier algorithme, afin d’e´tudier la de´-
formation des pre´formes, la zone de re´sine n’est pas conside´re´e. Cette analyse s’apparente
a` des simulation d’injection a` pression ou a` vitesse impose´e. Ce type de mode`le peut
notamment eˆtre applique´ aux proce´de´s VARTM. Les deux algorithmes suivants, e´labore´s
pour l’e´tude des proce´de´s RFI et LRI, reposent e´galement sur un couplage faible de 3 ou
4 proble`mes implicites : me´canique des fluides a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur des pre´formes,
me´canique des solides pour la de´formation des nappes et e´ventuellement me´canique des
solides pour le de´placement du domaine de re´sine. Afin de valider ces re´sultats une e´tude
expe´rimentale a` e´te´ re´alise´e pour le proce´de´ LRI. Bien que les aspects purement me´ca-
niques indiquent une tre`s bonne corre´lation avec l’expe´rience, le mode`le et les conditions
de couplage entre la re´sine et les pre´formes doivent eˆtre enrichies. En effet, il semblerait
que l’e´volution de l’e´paisseur lors de l’infusion soit inverse a` l’e´volution propose´e par le
mode`le, bien que l’e´volution pre´vue par le mode`le soit conforme aux e´volutions de´crites
dans certaines re´fe´rences bibliographiques (Kang et al. (2001) et Ahn et al. (1990)). Le
retrait de la re´sine lors de la re´ticulation pourrait expliquer les diffe´rences constate´es. Par
ailleurs, il est probable que des phe´nome`nes de re´arrangement des fibres se produisent au
cours de l’infusion.
Pour re´sumer, un mode`le multi-physique ge´ne´ral a donc e´te´ propose´ pour la mode´li-
sation des proce´de´s par infusion. L’aspect syste´matique et ge´ne´ral de ce mode`le le rend
facilement modifiable en vue d’inte´grer de nouvelles interactions (mouillabilite´, re´arrange-
ment de fibres, . . . ). Les outils nume´riques de´veloppe´s dans PRO-FLOTTM afin de traiter
ce type de proble`me doivent ainsi servir de base pour un approfondissement et une ame´-
lioration du mode`le propose´.
Les perspectives a` ce travail sont nombreuses. Nous proposons de les diviser en trois
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grandes familles.
En premier lieu, des efforts de recherche importants doivent eˆtre fournis afin d’ame´-
liorer la qualite´ d’identification des diffe´rents parame`tres du proce´de´. Les perme´abilite´s
transverses doivent eˆtre caracte´rise´es en re´gime transitoire et stationnaire afin de fournir
des simulations ne se limitant plus a` une repre´sentation qualitative des proce´de´s utilise´s,
notamment en terme de temps d’injection. Par ailleurs, les lois de comportement aniso-
tropes des pre´formes doivent eˆtre mesure´es de manie`re plus pre´cise en particulier dans la
direction longitudinale. Les composantes du tenseur de comportement orthotrope devront
eˆtre identifie´es pre´cise´ment. Enfin, la prise en compte de la mouillabilite´ permettra d’ame´-
liorer la qualite´ des re´sultats notamment en prenant en compte l’influence de la saturation
sur la perme´abilite´. Elle repose sur l’utilisation d’une relation expe´rimentale entre la pres-
sion capillaire et la saturation. Ces diffe´rentes ame´liorations peuvent eˆtre re´alise´es, dans
un premier temps, en paralle`le a` des simulations sur des nappes non de´formables.
Dans un second temps, le mode`le de´veloppe´ dans le cadre de la mode´lisation des proce´-
de´s d’e´laboration des mate´riaux composites par infusion doit inte´grer d’autres phe´nome`nes
physiques afin de mode´liser plus pre´cise´ment les interactions entre les fibres et la re´sine
et l’e´volution des proprie´te´s physiques (porosite´, viscosite´, . . . ) de ces composants. En
premier lieu, l’inte´gration d’un couplage fort direct entre la me´canique des fluides (e´coule-
ment de Darcy) et la me´canique des solides (de´formation des nappes) conduira a` un gain
de temps conse´quent en supprimant la boucle ite´rative sur les deux proble`mes pre´ce´dents.
La prise en compte des phe´nome`nes thermo-physico-chimiques peut conduire a` mieux mo-
de´liser les temps d’infusion (variation de la viscosite´ au cours de l’infusion) et permettra
de prendre en compte les phe´nome`nes de retrait de la re´sine lors de la re´ticulation. La
diminution des e´paisseurs et des fractions volumiques de fibres associe´e a` ces phe´nome`nes,
que nous avons par ailleurs constate´ lors de l’expe´rience LRI, est e´galement une conse´-
quence des phe´nome`nes de re´arrangement de fibres. Il est probable que l’utilisation d’une
mode´lisation multi-e´chelle, base´e sur des phe´nome`nes de re´arrangement ge´ome´triques a`
l’e´chelle microscopique, peut permettre de remonter aux proprie´te´s physiques macrosco-
piques des pre´formes. Le couplage fort entre l’e´coulement dans la zone libre et l’e´coulement
dans le milieu poreux sature´ pose e´galement des proble`mes. Les phe´nome`nes d’e´chelles
importants intervenant entre ces deux zones, notamment sur les vitesses, conduisent a`
des difficulte´s nume´riques. Des me´thodes nume´riques particulie`re comme la me´thode de
Galerkine discontinue peuvent apporter des re´ponses a` ces proble`mes et conduire a` une
ame´lioration des temps de calcul. Notons ensuite que ces de´veloppements dans la partie
solveur de PAM-RTM TM (PRO-FLOTTM) doivent eˆtre accompagne´s d’une ame´lioration
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des fonctionnalite´s de l’interface graphique. Par exemple, la gestion de l’e´volution de la
ge´ome´trie des renforts permettra d’e´viter les post-traitements externes (GMSH c©) nume´-
riquement tre`s couˆteux. Enfin, la pre´vision des contraintes re´siduelles dans le composite
permettra d’e´tudier le comportement de la structure en service.
Pour clore ces pistes d’ame´lioration, les mode`les actuellement de´veloppe´s dans le cadre
de la mode´lisation des proce´de´s LRI et RFI peuvent eˆtre utilise´s afin de poursuivre les
investigations expe´rimentales. Des e´tudes plus pre´cises doivent permettre de proposer des
protocoles expe´rimentaux permettant de valider les hypothe`ses re´alise´es et d’ame´liorer les
mode`les utilise´s. Par ailleurs des e´tudes parame´triques (par exemple des (( plans d’expe´-
rience ))) doivent permettre de mieux comprendre l’influence des diffe´rents parame`tres du
proce´de´ et de caracte´riser les grandeurs physiques qui interviennent principalement lors
de la variation des e´paisseurs et des fractions volumiques de fibres.
Les outils nume´riques de´veloppe´s dans le cadre de l’e´tude des proce´de´s par infusion
peuvent eˆtre applique´s dans un large domaine d’activite´s. Ces domaines concernent a` la
fois des applications en biome´canique (densification des os, absorption de substance par
la peau sous chargement, . . . ), l’e´tude de l’e´coulement dans les sols en ge´ologie, la prise
en compte des phe´nome`nes de se´chage, ainsi que des applications dans le domaine du ge´-
nie civil et de la se´curite´ (e´tude du comportement de be´tons humides lors d’un incendie,
Schrefler (2001)). La multidisciplinarite´ des applications des mode`les de´veloppe´s justifie
la priorite´ accorde´e ici aux de´veloppements d’outils nume´riques efficaces et stables, et
l’attention porte´e lors de la validation de ces outils et de leurs couplages.
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Annexe A
E´quations de Bilan
Cette annexe de´crit les trois grandes lois de conservation qui re´gissent la me´canique : la
conservation de la masse, la conservation de la quantite´ de mouvement et la conservation
de l’e´nergie.
Soit un domaine mate´riel connexe quelconque ΩA inte´rieur a` un syste`me mate´riel
occupant a` l’instant courant le domaine Ω que l’on suit dans son mouvement. Une loi
de conservation exprime le bilan d’une grandeur G (masse, quantite´ de mouvement ou
e´nergie ...) dans tout domaine ΩA connexe strictement inte´rieur au syste`me e´tudie´ (voir
figure A.1).
Ω
ΩA
t
v
f
v
f Efforts à distance
Actions locales de contact
Domaine matériel
Sous domaine matériel
t
Ω
ΩA
Figure A.1 – Milieu continu en cours d’e´volution
Une loi de conservation s’e´crit de la fac¸on suivante : le taux de variation de G (a(x, t)
densite´ massique de la grandeur G) associe´ a` ΩA suivi dans son mouvement est e´gal a` la
somme :
– des e´changes a` travers ∂ΩA : α(x, t) flux de G,
– des sources internes a` ΩA : A(x, t) source interne de G.
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D
Dt
∫
ΩA
ρ (x, t) a (x, t) dv
 = − ∫
∂ΩA
α (x, t) · n ds+
∫
ΩA
A (x, t) dv
ou` n est la normale sortante a` ∂ΩA (ce qui explique le signe (( - ))).
A.1 Conservation de la masse
La loi de conservation de la masse exprime le fait que la masse de tout domaine ma-
te´riel suivi dans son mouvement reste constante (milieu mate´riel forme´ d’un ou plusieurs
constituants non miscibles et dans lequel les re´actions chimiques sont exclues) :
D
Dt
∫
ΩA
ρ (x, t) dv = 0
La de´rive´e particulaire d’une inte´grale de volume est e´gale a` :
D
Dt
∫
ΩA
ρ (x, t) dv =
D
Dt
∫
ΩA0
ρ0(X) J0(X) dv0
Or : DJ0(X)
Dt
= ∂J0(X)
∂t
= J0(X) divxv (x, t)
En effet :
J(x, t) = εijk
∂xi
∂X1
∂xj
∂X2
∂xk
∂X3
DJ
Dt
= εijk
D
Dt
(
∂xi
∂X1
)
∂xj
∂X2
∂xk
∂X3
+ εijk
∂xi
∂X1
D
Dt
(
∂xj
∂X2
)
∂xk
∂X3
+ εijk
∂xi
∂X1
∂xj
∂X2
D
Dt
(
∂xk
∂X3
)
DJ
Dt
= εijk
∂vi
∂xm
∂xm
∂X1
∂xj
∂X2
∂xk
∂X3
+ εijk
∂xi
∂X1
∂vj
∂xm
∂xm
∂X2
∂xk
∂X3
+ εijk
∂xi
∂X1
∂xj
∂X2
∂vk
∂xm
∂xm
∂X3
DJ
Dt
= εijk
∂v1
∂x1
∂xi
∂X1
∂xj
∂X2
∂xk
∂X3
+ εijk
∂xi
∂X1
∂v2
∂x2
∂xj
∂X2
∂xk
∂X3
+ εijk
∂xi
∂X1
∂xj
∂X2
∂v3
∂x3
∂xk
∂X3
DJ
Dt
= ∂v1
∂x1
J(x, t) + ∂v2
∂x2
J(x, t) + ∂v3
∂x3
J(x, t)
DJ
Dt
= J(X, t) divx v(x, t)
Ainsi :
D
Dt
∫
ΩA
ρ (x, t) dv =
∫
ΩA0
(
∂ρ0(X)
∂t
+ ρ0(X) divx v(x, t)
)
J0(X) dv0
En e´crivant l’e´galite´ des de´rive´es particulaires dans la configuration courante et la
configuration initiale ∂ρ(x,t)
∂t
+ v(x, t) ·∇xρ (x, t) = ∂ρ0(X)∂t ainsi que l’e´galite´ des densite´s
ρ(x) = ρ0(X) :
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D
Dt
∫
ΩA
ρ (x, t) dv =
∫
ΩA
(
∂ρ(x, t)
∂t
+ v(x, t) ·∇xρ (x, t) + ρ(x, t) divx v(x, t)
)
dv
Or div (ρ v) = ρ div (v) + v ·∇ρ.
Finalement l’e´quation de conservation de la masse s’e´crit :∫
ΩA
(
∂ρ
∂t
+ div (ρ v)
)
dv = 0
Cette e´quation est vraie quel que soit le domaine ΩA conside´re´. L’e´quation locale de
conservation de la masse dans une approche eule´rienne s’e´crit :
∂ρ
∂t
+ div (ρ v) = 0 (A.1)
Compte tenu de l’e´quation locale de conservation de la masse, la de´rive´e particulaire
d’une inte´grale prise par rapport a` une distribution de masse :
DF
Dt
=
∫
ΩA
Dφ (x, t)
Dt
ρ dv
avec : F (t) =
∫
ΩA
φ (x, t) ρ dv
A.2 Hypothe`se d’incompressibilite´
L’hypothe`se d’incompressibilite´, soit l’invariabilite´ du volume conside´re´, s’exprime de
manie`re ge´ne´rale a` l’aide de l’e´quation :
D
Dt
∫
ΩA
dv = 0
En utilisant la notion de de´rive´e particulaire d’une inte´grale de volume, l’hypothe`se
d’incompressibilite´ s’e´crit :
div (v) = 0 (A.2)
A.3 Conservation de la quantite´ de mouvement
Le domaine ΩA est soumis a` :
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– des efforts exte´rieurs a` Ω (efforts a` distance) suppose´s eˆtre repre´sente´s par une
densite´ volumique d’efforts fv (x, t),
– des efforts exte´rieurs a` ΩA mais inte´rieurs a` Ω (action locale de contact) repre´sente´s
par une densite´ surfacique de force t (x, t,n) appele´e vecteur contrainte en M(x)
a` l’instant t pour la direction n (normale exte´rieure a` ΩA). Le vecteur contrainte
s’e´crit a` partir du tenseur des contraintes : t (x, t,n) = σ (x, t) · n.
En partant de l’e´quation d’e´quilibre :
D
Dt
∫
ΩA
ρ v dv
 = ∫
∂ΩA
t ds+
∫
ΩA
fv dv
D’apre`s l’hypothe`se de conservation de la masse :
D
Dt
∫
ΩA
ρ v dv
 = ∫
ΩA
ρ
Dv
Dt
dv
En appliquant le the´ore`me de la divergence
∫
∂ΩA
t ds =
∫
∂ΩA
σ · n ds = ∫
ΩA
div (σ) dv∫
ΩA
ρ
Dv
Dt
dv =
∫
ΩA
div (σ) dv +
∫
ΩA
fv dv
Cette e´quation est vraie quel que soit le domaine conside´re´. La forme locale (eule´rienne)
de l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement s’e´crit :
ρ
Dv
Dt
− div (σ)− fv = 0 (A.3)
A.4 Bilan e´nerge´tique
A.4.1 Premier principe de la thermodynamique
La conservation de l’e´nergie (ou premier principe de la thermodynamique) exprime
que pour tout domaine ΩA inte´rieur a` Ω, le taux de variation (de´rive´e particulaire) de
l’e´nergie associe´e a` ΩA est e´gal a` chaque instant a` la somme des puissances des efforts
exte´rieurs s’exerc¸ant sur ΩA et du taux de chaleur rec¸u par ΩA.
L’e´nergie associe´e a` ΩA se de´compose en :
– e´nergie interne repre´sente´e par sa densite´ massique e : E =
∫
ΩA
ρ e dv
– e´nergie cine´tique : K =
∫
ΩA
1
2
ρ v2 dv
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La conservation de l’e´nergie s’e´crit donc :
D (E +K)
Dt
= Pext +Q (A.4)
avec :
– Pext = puissance des efforts exte´rieurs : Pext =
∫
ΩA
fv · v dv + ∫
∂ΩA
t · v ds
– Q = chaleur rec¸ue par le syste`me : Q =
∫
ΩA
r dv +
∫
∂ΩA
−q · n ds
q repre´sente le flux de chaleur rec¸ue par conduction (n e´tant la normale sortante).
Le premier principe de la thermodynamique s’e´crit alors :
D
Dt
∫
ΩA
ρ
(
e+
1
2
ρ v2
)
dv =
∫
ΩA
fv · v dv +
∫
∂ΩA
t · v ds+
∫
ΩA
r dv +
∫
∂ΩA
−q · n ds
En appliquant le the´ore`me de la divergence, le premier principe s’e´crit :∫
∂ΩA
t · v ds−
∫
∂ΩA
q · n ds =
∫
∂ΩA
σ · n · v ds−
∫
∂ΩA
q · n ds =
∫
ΩA
div (σ · v − q) dv
A.4.2 The´ore`me de l’e´nergie cine´tique
Partant de l’e´quation locale de la conservation de la quantite´ de mouvement, en mul-
tipliant par la vitesse nous pouvons e´crire :
div (σ) · v = div (σ · v)− σ ·∇v
D’autre part compte tenu de la syme´trie du tenseur des contraintes on a :
σ ·∇v ≡ σij vi,j = 1
2
(σij vi,j + σji vj,i) = σij
1
2
(vi,j + vj,i) = σij Dij ≡ σ : D
Par ailleurs :
ρ
Dv
Dt
· v = ρ D
Dt
(
1
2
v2
)
La forme globale du the´ore`me de l’e´nergie cine´tique est obtenue en inte´grant sur le
domaine ΩA.
D
Dt
∫
ΩA
ρ
(
1
2
v2
)
dv =
∫
ΩA
div (σ · v) dv −
∫
ΩA
σ : D dv +
∫
ΩA
fv · v dv
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En appliquant le the´ore`me de la divergence au proble`me pre´ce´dent :
D
Dt
∫
ΩA
ρ
(
1
2
v2
)
dv =
∫
∂ΩA
t · v dv +
∫
ΩA
fv · v dv −
∫
ΩA
σ : D dv
Finalement :
DK
Dt
= Pext + Pint (A.5)
avec : Pint = −
∫
ΩA
σ : D dv
A.4.3 Autre expression du premier principe
En combinant les expressions du premier principe de la thermodynamique, D(E+K)
Dt
=
Pext +Q et du the´ore`me de l’e´nergie cine´tique,
DK
Dt
= Pext + Pint :
DE
Dt
= −Pint +Q
Avec :
– E =
∫
ΩA
ρ e dv
– Pint = −
∫
ΩA
σ : D dv
– Q =
∫
ΩA
r dv +
∫
∂ΩA
−q · n ds
D’ou` :
D
Dt
∫
ΩA
ρ e dv =
∫
ΩA
σ : D dv +
∫
ΩA
r dv −
∫
∂ΩA
q · n ds
Apre`s application du the´ore`me de la divergence et de la de´rive´e particulaire d’une
inte´grale de volume on a :∫
ΩA
ρ
De
Dt
dv =
∫
ΩA
σ : D dv +
∫
ΩA
r dv −
∫
ΩA
div (q) dv
Soit la forme locale suivante :
ρ
De
Dt
= σ : D+ r − div (q) (A.6)
avec e la densite´ massique d’e´nergie interne, σ le tenseur des contraintes de Cauchy, D
le tenseur des taux de de´formations Eule´rien, r une source interne de chaleur q le flux de
chaleur.
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A.5. L’e´quation de Navier et Stokes
A.5 L’e´quation de Navier et Stokes
L’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement s’e´crit :
ρ
Dv
Dt
= ρ
(
∂v
∂t
+ v ·∇v
)
= div (σ) + fv
La loi de comportement d’un fluide Newtonien incompressible est de la forme :
σ = −p I+ 2 ηD
avec η la viscosite´ dynamique du fluide et p sa pression hydrostatique.
Le terme div (σ) s’e´crit donc :
div (σ) = −div (p I) + div (2 ηD) = −∇ (p) + η [div (∇ (v)) +∇ (div (v))]
Or d’apre`s l’hypothe`se d’incompressibilite´ on a : div (v) = 0
Finalement l’e´quation de Navier et Stokes s’e´crit :
ρ
(
∂v
∂t
+ v ·∇v
)
= fv −∇p+ η∆ (v) (A.7)
En ne´gligeant les effets d’inertie, l’e´quation en re´gime stationnaire de Stokes s’e´crit :
fv −∇p+ η∆ (v) = 0 (A.8)
A.6 E´quation de la chaleur
Le bilan e´nerge´tique issu de l’application du premier principe de la thermo-dynamique
s’e´crit (voir Eq. A.6) :
ρ
De
Dt
= σ : D+ r − div (q)
Par hypothe`se, l’e´volution a lieu a` pression constante. La variation d’e´nergie interne
ρ · e˙, nulle dans le cas stationnaire, peut alors eˆtre exprime´e sous la forme ρ e˙ = ρ H˙ ou`
H˙ est la variation au cours du temps de son enthalpie par unite´ de masse.
ρ H˙ = σ : D+ r − div (q)
Dans de nombreux cas, l’enthalpie du solide est une caracte´ristique fonction seulement
de la tempe´rature, H(T ). Nous pouvons utiliser la chaleur spe´cifique du mate´riau c = DH
DT
pour e´crire ρ H˙ = ρ c T˙ . Finalement :
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ρ c
DT
Dt
= σ : D+ r − div (q)
avec DT
Dt
l’e´le´vation de tempe´rature par unite´ de temps, ρ la masse volumique et c =
capacite´ calorifique a` pression constante.
Expe´rimentalement, si les variations de tempe´rature ne sont pas trop importantes, la
loi de Fourier rend compte localement des phe´nome`nes de conduction de la chaleur. Le
vecteur densite´ de flux de chaleur est e´gal a` :
q = −λ ·∇T
Dans cette e´quation, λ est un tenseur syme´trique dont chaque composante λij, e´ven-
tuellement fonction de la tempe´rature, rend compte de l’influence d’un gradient thermique
dans la direction j sur la densite´ de flux de chaleur dans la direction i. Dans le cas d’un ma-
te´riau isotrope on a : λ = λ I. En incorporant la loi de Fourier dans l’e´quation pre´ce´dente,
la nouvelle expression de l’e´quation de la chaleur est :
ρ c
∂T
∂t
= σ : D+ r + div (λ ·∇T ) (A.9)
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Forme faible de la quantite´ de
mouvement
En partant de la forme locale de l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouve-
ment a` t et en ne´gligeant les effets d’inertie :
div tσ + tfv = 0 (B.1)
Cette e´quation est multiplie´e par une variation de de´placement δu, cine´matiquement
admissible a` 0 sur les surfaces ou` les de´placements sont impose´s et est inte´gre´e sur le
volume Ω.
∀δu ∈ Eδu,
∫
tΩ
δui
tσij,j
tdv +
∫
tΩ
δui
tf vi
tdv = 0
L’inte´gration par parties donne :
∀δu ∈ Eδu,
∫
tΩ
(
δui
tσij
)
,j
tdv −
∫
tΩ
δui,j
tσij
tdv +
∫
tΩ
δui
tf vi
tdv = 0 (B.2)
Le tenseur des contraintes de Cauchy tσij e´tant syme´trique (e´criture de la conservation
de la quantite´ de mouvement des moments) :
∀δu ∈ Eδu,
∫
tΩ
(
δui
tσij
)
,j
tdv −
∫
tΩ
1
2
(δui,j + δuj,i)
tσij
tdv +
∫
tΩ
δui
tf vi
tdv = 0 (B.3)
En appliquant le the´ore`me de la divergence et en posant la variation de de´formation
line´arise´e δtεij =
1
2
(
∂δui
∂txj
+
∂δuj
∂txi
)
, txi e´tant les coordonne´es a` t, i.e. dans la configuration
courante :
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∀δu ∈ Eδu,
∫
tΩ
δtεij
tσij
tdv =
∫
tΩ
δui
tσij nj
tds+
∫
tΩ
δui
tf vi
tdv (B.4)
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Matrices utilise´es dans les approches
Lagrangiennes
Les de´formations line´aires s’e´crivent :
{ε} = [L] · {u} = [L] · [Ne] · {ue} = [BeL] · {ue} (C.1)
avec :
{ε} =

εxx
εyy
εzz
2 εxy
2 εxz
2 εyz

[L] =

∂
∂x
0 0
0 ∂
∂y
0
0 0 ∂
∂z
∂
∂y
∂
∂x
0
∂
∂z
0 ∂
∂x
0 ∂
∂z
∂
∂y

(C.2)
[Ne] =
 N e0 · · · N ene−1 0 · · · 0 0 · · · 00 · · · 0 N e0 · · · N ene−1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · 0 N e0 · · · N ene−1
 {ue} =

ue0x
...
uene−1x
ue0y
...
uene−1y
ue0z
...
uene−1z

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[BeL] =

∂Ne0
∂x
· · · ∂Nene−1
∂x
0 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · 0 ∂Ne0
∂y
· · · ∂Nene−1
∂y
0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · 0 ∂Ne0
∂z
· · · ∂Nene−1
∂z
∂Ne0
∂y
· · · ∂Nene−1
∂y
∂Ne0
∂x
· · · ∂Nene−1
∂x
0 · · · 0
∂Ne0
∂z
· · · ∂Nene−1
∂z
0 · · · 0 ∂Ne0
∂x
· · · ∂Nene−1
∂x
0 · · · 0 ∂Ne0
∂z
· · · ∂Nene−1
∂z
∂Ne0
∂y
· · · ∂Nene−1
∂y

Les de´formations non-line´aires s’e´crivent :
{µ} = 1
2
[A] · {θ} = 1
2
[A] · [H] · {u} = 1
2
[A] · [H] · [Ne]︸ ︷︷ ︸
[BeNL({ue})]
· {ue} = 1
2
[A] · [Ge] · {ue} (C.3)
avec :
{µ} = 1
2

(
∂ux
∂x
)2
+
(
∂uy
∂x
)2
+
(
∂uz
∂x
)2(
∂ux
∂y
)2
+
(
∂uy
∂y
)2
+
(
∂uz
∂y
)2
(
∂ux
∂z
)2
+
(
∂uy
∂z
)2
+
(
∂uz
∂z
)2
2
(
∂ux
∂x
) (
∂ux
∂y
)
+ 2
(
∂uy
∂x
)(
∂uy
∂y
)
+ 2
(
∂uz
∂x
) (
∂uz
∂y
)
2
(
∂ux
∂x
) (
∂ux
∂z
)
+ 2
(
∂uy
∂x
)(
∂uy
∂z
)
+ 2
(
∂uz
∂x
) (
∂uz
∂z
)
2
(
∂ux
∂y
) (
∂ux
∂z
)
+ 2
(
∂uy
∂y
)(
∂uy
∂z
)
+ 2
(
∂uz
∂y
) (
∂uz
∂z
)

[A] =

∂ux
∂x
0 0 ∂uy
∂x
0 0 ∂uz
∂x
0 0
0 ∂ux
∂y
0 0 ∂uy
∂y
0 0 ∂uz
∂y
0
0 0 ∂ux
∂z
0 0 ∂uy
∂z
0 0 ∂uz
∂z
∂ux
∂y
∂ux
∂x
0 ∂uy
∂y
∂uy
∂x
0 ∂uz
∂y
∂uz
∂x
0
∂ux
∂z
0 ∂ux
∂x
∂uy
∂z
0 ∂uy
∂x
∂uz
∂z
0 ∂uz
∂x
0 ∂ux
∂z
∂ux
∂y
0 ∂uy
∂z
∂uy
∂y
0 ∂uz
∂z
∂uz
∂y

{θ}

∂ux
∂x
∂ux
∂y
∂ux
∂z
∂uy
∂x
∂uy
∂y
∂uy
∂z
∂uz
∂x
∂uz
∂y
∂uz
∂z

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[H] =

∂
∂x
0 0
∂
∂y
0 0
∂
∂z
0 0
0 ∂
∂x
0
0 ∂
∂y
0
0 ∂
∂z
0
0 0 ∂
∂x
0 0 ∂
∂y
0 0 ∂
∂z

[Ge] =

∂Ne0
∂x
· · · ∂Nene−1
∂x
0 · · · 0 0 · · · 0
∂Ne0
∂y
· · · ∂Nene−1
∂y
0 · · · 0 0 · · · 0
∂Ne0
∂z
· · · ∂Nene−1
∂z
0 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · 0 ∂Ne0
∂x
· · · ∂Nene−1
∂x
0 · · · 0
0 · · · 0 ∂Ne0
∂y
· · · ∂Nene−1
∂y
0 · · · 0
0 · · · 0 ∂Ne0
∂z
· · · ∂Nene−1
∂z
0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · 0 ∂Ne0
∂x
· · · ∂Nene−1
∂x
0 · · · 0 0 · · · 0 ∂Ne0
∂y
· · · ∂Nene−1
∂y
0 · · · 0 0 · · · 0 ∂Ne0
∂z
· · · ∂Nene−1
∂z

La matrice ge´ome´trique ou matrice des contraintes initiales s’e´crit :
[KeG] =
∫
tΩe
[tG
e]T · d [tA]T · [t+∆ttS] tdv =
∫
tΩe
[tG
e]T · [t+∆t
t
S˜ ] · [tGe] tdv (C.4)
avec :
d [tA]
T =

d
(
∂ux
∂tx
)
0 0 d
(
∂ux
∂ty
)
d
(
∂ux
∂tz
)
0
0 d
(
∂ux
∂ty
)
0 d
(
∂ux
∂tx
)
0 d
(
∂ux
∂tz
)
0 0 d
(
∂ux
∂tz
)
0 d
(
∂ux
∂tx
)
d
(
∂ux
∂ty
)
d
(
∂uy
∂tx
)
0 0 d
(
∂uy
∂ty
)
d
(
∂uy
∂tz
)
0
0 d
(
∂uy
∂ty
)
0 d
(
∂uy
∂tx
)
0 d
(
∂uy
∂tz
)
0 0 d
(
∂uy
∂tz
)
0 d
(
∂uy
∂tx
)
d
(
∂uy
∂ty
)
d
(
∂uz
∂tx
)
0 0 d
(
∂uz
∂ty
)
d
(
∂uz
∂tz
)
0
0 d
(
∂uz
∂ty
)
0 d
(
∂uz
∂tx
)
0 d
(
∂uz
∂tz
)
0 0 d
(
∂uz
∂tz
)
0 d
(
∂uz
∂tx
)
d
(
∂uz
∂ty
)

{t+∆t
t
S} =

t+∆t
t
Sxx
t+∆t
t
Syy
t+∆t
t
Szz
t+∆t
t
Sxy
t+∆t
t
Sxz
t+∆t
t
Syz

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[
t+∆t
t
S˜ ] =

t+∆t
t
Sxx
t+∆t
t
Sxy
t+∆t
t
Sxz 0 0 0 0 0 0
t+∆t
t
Sxy
t+∆t
t
Syy
t+∆t
t
Syz 0 0 0 0 0 0
t+∆t
t
Sxz
t+∆t
t
Syz
t+∆t
t
Szz 0 0 0 0 0 0
0 0 0
t+∆t
t
Sxx
t+∆t
t
Sxy
t+∆t
t
Sxz 0 0 0
0 0 0
t+∆t
t
Sxy
t+∆t
t
Syy
t+∆t
t
Syz 0 0 0
0 0 0
t+∆t
t
Sxz
t+∆t
t
Syz
t+∆t
t
Szz 0 0 0
0 0 0 0 0 0
t+∆t
t
Sxx
t+∆t
t
Sxy
t+∆t
t
Sxz
0 0 0 0 0 0
t+∆t
t
Sxy
t+∆t
t
Syy
t+∆t
t
Syz
0 0 0 0 0 0
t+∆t
t
Sxz
t+∆t
t
Syz
t+∆t
t
Szz

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Annexe D
Lois de comportement isotrope et
isotrope transverse
D.1 Comportement isotrope
Lors de l’essai de traction 1D dans la direction 1, les tenseurs des contraintes et des
de´formations s’e´crivent (contraintes planes) :
σ =
 σ11 0 00 0 0
0 0 0
 (D.1)
ε =
 ε11 0 00 −νε11 0
0 0 −νε11
 (D.2)

σ11
σ22
σ33
σ12
σ13
σ23

= E(ε)
(1+ν)(1−2 ν)

1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 1−2 ν
2
0 0
0 0 0 0 1−2 ν
2
0
0 0 0 0 0 1−2 ν
2

·

ε11
ε22
ε33
2 ε12
2 ε13
2 ε23

(D.3)
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D.2 Comportement isotrope transverse
La matrice de comportement associe´e aux comportements isotropes transverses des
nappes est la suivante :
1
CL
−νLT
CT
−νLT
CT
0 0 0
−νTL
CT
1
CT
−νTT ′
CT
0 0 0
−νTL
CT
−νTT ′
CT
1
CT
0 0 0
0 0 0 1
GLT
0 0
0 0 0 0
2(1+vTT ′ )
ET
0
0 0 0 0 0 1
GLT ′

(D.4)
avec νLT
EL
= νTL
ET
et GLT =
2 (1+νLT )
EL
nappe
T’
T
L
Figure D.1 – Repe`re utilise´ pour la description du comportement isotrope transverse.
D.3 Me´thode des Polynoˆmes de Lagrange
A partir de la loi de comportement expe´rimentale, l’interpolation des ordonne´es P (X)
et des pentes ∂P (X)
∂X
en un point X encadre´ par n points d’abscisse xi et d’ordonne´e f(xi)
a` l’aide de la me´thode des Polynoˆmes de Lagrange s’e´crit :
P (X) =
n∑
i=0
f (xi) n∏
j=0
j 6=i
X − xj
xi − xj
 (D.5)
∂P (X)
∂X
=
n∑
i=0
f (xi)
n∑
k=0
k 6=i
 1xi − xk
n∏
j=0
j 6=i
j 6=k
X − xj
xi − xj

 (D.6)
Note : Le choix des points d’interpolation xi pour la de´termination efficace des ope´ra-
teurs se´cants P (X)
X
et tangents ∂P (X)
∂X
1
X
est particulie`rement important.
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Annexe E
Validation du mode`le de Terzaghi
E.1 Solution analytique dans un cas simple : the´orie
des plaques en de´formations planes
E.1.1 Mise en e´quation
L’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement s’e´crit (les effets d’inerties
sont ne´glige´s) :
div σ + fv = 0 (E.1)
En de´formation plane la loi de Hooke s’e´crit :

σxx
σyy
σxy
σzz
 =
E
(1 + ν) (1− 2 ν)

1− ν ν 0 ν
ν 1− ν 0 ν
0 0 1−2 ν
2
0
ν ν 0 1− ν


εxx
εyy
2 εxy
εzz = 0
 (E.2)
E.1.2 De´termination du champ de contraintes
En e´crivant le vecteur force externe sous la forme du gradient d’un potentiel scalaire
on obtient dans un cas bidimensionnel :
fv =
{
fx
fy
}
= gradΩ (x, y)
Il est possible d’e´crire la conservation de la quantite´ de mouvement sous la forme :
div σ + grad Ω (x, y) = 0
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On montre que cet e´tat de de´formation plane peut eˆtre re´solu en utilisant les fonctions
d’Airy (Timoshenko et Goodier (1969)). On doit alors choisir une fonction biharmonique
φ (x, y) qui satisfait :
∇4φ ≡ ∂
4φ
∂x4
+ 2
∂4φ
∂x2∂y2
+
∂4φ
∂y4
= C (ν)
(
∂fx
∂x
+
∂fy
∂y
)
(E.3)
avec C (ν) =
{
1−ν
1−2 ν (de´formation plane)
1
1−ν (contrainte plane)
La fonction φ doit e´galement satisfaire les conditions aux limites en contrainte sur les
frontie`res :
∂2φ
∂y2
nx − ∂2φ∂x∂yny = tx
∂2φ
∂x2
nx − ∂2φ∂y∂xnx = ty
(E.4)
Le champ de contraintes dans un cas bidimensionnel en de´formation plane est donne´
par les relations :
σxx =
∂2φ
∂y2
− Ω
σyy =
∂2φ
∂x2
− Ω
σxy = σyx = − ∂2φ∂x∂y
σzz = ν (σxx + σyy)
σxz = σyz = 0
(E.5)
E.1.3 De´termination des de´formations et du champ de de´place-
ment
Lorsque le champ de contraintes est connu, il est possible de remonter aux de´formations
en utilisant la relation contrainte / de´formation (la loi de Hooke dans notre cas). Pour
de´terminer les de´placements la relation εij =
1
2
(ui,j + uj,i) est utilise´e. Nous conside´rons
un point x0 dans le solide. Le de´placement de ce point est nul. La rotation du solide est
e´galement conside´re´e comme nulle. Il est alors possible de calculer les de´placements en
n’importe quel point x dans le solide en inte´grant les de´formations le long du chemin le
plus approprie´ voir figure (E.1) :
ui (x) =
x∫
x0
Uij (x, ξ) dξj
avec Uij (x, ξ) = ε (ξ) + (xk − ξk)
[
∂εij(ξ)
∂ξk
− ∂εkj(ξ)
∂ξi
]
ou` les xk sont les composantes du
vecteur position aux points auxquels nous calculons les de´placements et les ξj sont les
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trajet B
trajet A
Figure E.1 – Proce´dure de calcul des de´placements - Inte´gration des de´formations le long
du chemin le plus approprie´
composantes du vecteur position d’un point situe´ le long du trajet d’inte´gration.
E.2 Application : validation du mode`le de Terzaghi
Le proble`me a` re´soudre est repre´sente´ sur la figure E.2. Les conditions aux limites
suivantes y sont associe´es :
σijnj = 0⇒ σxx = σyx = 0 sur x = ±L quel que soit y
uy = 0 sur y = 0 quel que soit x
σxy = 0, σyy = −Pimp sur y = H quel que soit x
O
Chargement
interne : pression du
fluide dans les pores
Pression sac à vide
Figure E.2 – Compression des nappes suivant le mode`le de Terzaghi
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L’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement incluant la loi de comporte-
ment de Terzaghi (σ = σe − pr I) avec pr(x, y) = Ω = − (a y + b) s’e´crit :
div σe + fp = 0
avec fp =
{
0
−a
}
Nous pouvons alors trouver une fonction d’Airy (fonction bi-harmonique) qui satisfait
les conditions aux limites pre´ce´dentes, dont la forme ge´ne´rale est la suivante :
φ (x, y) =A1 x
4 + A2 x
3 y + A3 x
2 y2 + A4 x y
3 + A5 y
4
+B1 x
3 +B2 x
2 y +B3 x y +B4 y
3
+ C1 x
2 ++C2 x y + C3 y
2
Le polynoˆme biharmonique φ (x, y) doit eˆtre choisi de tel sorte que ∇4φ ≡ ∂4φ
∂x4
+
2 ∂
4φ
∂x2∂y2
+ ∂
4φ
∂y4
= 0 soit 3 A1 + A3 + 3 A5 = 0.
E.2.1 Calcul du champ de contraintes
Dans un e´tat de de´formation plane les composantes vont devenir :
σxx = 2 A3 x
2 + 6 A4 x y + 12 A5 y
2 + 2B3 x+ 6B4 y + 2 C3 + (a y + b)
σyy = 12 A1 x
2 + 6 A2 x y + 2 A3 y
2 + 6B1 x+ 2B2 y + 2 C1 + (a y + b)
σxy = σ21 = −3 A2 x2 − 4 A3 x y − 3 A4 y2 − 2B2 x− 2B3 y − C2
Les surfaces de droite et de gauche e´tant libres, σxx = σyx = 0 sur x = ±L ce qui
implique successivement A4 = B3 = 0, A3 = B2 = 0, A5 = B4 = C3 = 0 et enfin A1 = 0.
Le champ de contraintes peut alors s’e´crire :
σxx = (a y + b)
σyy = 6 A2 x y +B1 x+ 2 C1 + (a y + b)
σxy = σyx = −3 A2 x2 − C2 = 3 A2 (L2 − x2)
Les constantes restantes A2, B1 et C1 sont de´termine´es a` partir des conditions aux
limites restantes en y = 0 et y = H.
En ce qui concerne la condition aux limites en pression sur la face supe´rieure on a :
σxy|y=H = 0 ⇒ −3 A2 x2 − C2 = 3 A2 (L2 − x2) = 0 ⇒ A2 = 0
σyy|y=H = 0 ⇒ B1 x+ 2 C1 + (a H + b) = −Pimp
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Par ailleurs on a −3 A2 L2 − C2 = 0 soit : C2 = 0
Remarque : Pimp > 0 de´signe une force de compression.
Le moment sur la face supe´rieure implique B1 = 0.
M |y=H = e
+L∫
−L
σyy x dx = e
+L∫
−L
(
B1 x
2 + 2 C1 x+ (a H + b) x
)
dx = 0
L’effort sur la face supe´rieure implique C1 = −Pimp+(a H+b)2 .
F |y=H = e
+L∫
−L
σyy dx = e
+L∫
−L
(2 C1 + (a H + b)) dx = −Pimp e 2 L
Finalement le champ de contraintes dans la plaque 2D en de´formation plane s’e´crit :

σxx = (a y + b)
σyy = −Pimp − (a H + b) + (a y + b)
σxy = σyx = 0
(E.6)
E.2.2 Calcul du champ de de´formations
En utilisant la loi de Hooke (voir syste`me E.2) les de´formations s’e´crivent :

εxx =
1+ν
E
[(1− 2 ν) (a y + b) + ν G]
εyy =
1+ν
E
[(1− 2 ν) (a y + b) + (ν − 1) G]
εxy = 0
(E.7)
avec G = a H + b+ Pimp.
E.2.3 Calcul des de´placements
E.2.3.1 Calcul des Uij
En utilisant l’e´quation E.1.3 et en remplac¸ant par les expressions des de´formations :
Uxx =
1+ν
E
[(1− 2 ν) (a η + b) + ν G] + (y − η) 1+ν
E
[(1− 2 ν) a]
Uyy =
1+ν
E
[(1− 2 ν) (a η + b) + (ν − 1) G]
Uxy = 0
Uyx = −1+νE (x− ξ) [(1− 2 ν) a]
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E.2.3.2 Calcul des ui
Les de´placements et les rotations en O(0, 0) sont suppose´s nuls (voir le point O sur le
sche´ma E.2) . Les de´placements d’un point arbitraire sont calcule´s a` partir des inte´grales
le long des chemins (ux (x, y) =
(x,y)∫
(0,0)
Uxx dξ + Uxy dη et uy (x, y) =
(x,y)∫
(0,0)
Uyx dξ + Uyy dη) :
ux (x, y) =
1 + ν
E
[(1− 2 ν) (a y + b) x+ ν G x]
uy (x, y) =
1 + ν
E
[
(1− 2 ν)
(a
2
y + b
)
y + (ν − 1) G y − 1− 2 ν
2
a x2
]
Il reste maintenant a` fixer un de´placement et une rotation nuls au niveau de la base
(point O). Pour cela on ajoute une rotation et une translation de corps rigide de telle sorte
que ucorrigi = ui + ci + εijk wj xk ou` ci repre´sente un de´placement uniforme et εijk wj une
rotation autour de l’origine. Nous pouvons ve´rifier assez simplement que les de´formations
sont inde´pendantes de ci et εijk wj. Nous allons choisir ces deux parame`tres de telle sorte
que ux = uy = 0 et
∂uy
∂x
au point O (x = 0, y = 0). E´tant donne´ que l’on traite un proble`me
bidimensionnel, on prend cz = wx = wy = 0. Ainsi, cx = 0, cy = 0 et wz = 0. Finalement
ucorrigx = ux et u
corrig
y = uy soit :
ucorrigx =
1+ν
E
[(1− 2 ν) (a y + b) x+ ν G x]
ucorrigy =
1+ν
E
[
(1− 2 ν) (a
2
y + b
)
y + (ν − 1) G y − 1−2 ν
2
a x2
] (E.8)
avec G = a H + b+ Pimp
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Annexe F
Caracte´risation du re´gime de
l’e´coulement
D’un point de vue dynamique, les e´coulements sont classe´s d’apre`s la valeur du nombre
de Reynolds Re ; ce nombre, sans dimension, est de´fini par (Wolff (1994)) :
Re =
ρ v δ
η
(F.1)
avec :
– ρ : masse volumique du fluide,
– v = ||v|| : vitesse (( moyenne )) (mais intrinse`que) du fluide dans l’e´coulement,
– δ : dimension caracte´ristique de l’e´coulement ; il s’agit d’une dimension dont la varia-
tion, toutes choses e´gales par ailleurs (c’est-a`-dire sans modifier les autres grandeurs
inde´pendantes), entraˆıne un changement de la vitesse (( moyenne )). Pour un e´coule-
ment dans un tube circulaire, δ est le diame`tre du tube ; pour un e´coulement entre
deux cylindres, δ est e´gal a` l’entrefer.
Le nombre de Reynolds caracte´rise en fait le rapport des forces d’inertie aux forces de
viscosite´. Dans le cas d’un tube circulaire, pour Re < 2000, l’e´coulement est laminaire ;
macroscopiquement, tout se passe comme si les couches fluides glissaient les unes sur les
autres sans s’interpe´ne´trer (les filets de fluides sont paralle`les) ; la longueur caracte´ristique
des e´changes entre couches est e´gale au libre parcours moyen des mole´cules constituant le
fluide.
Au contraire, pour Re > 2000, il y a interpe´ne´tration importante et de´sordonne´e (aussi
bien dans le temps que dans l’espace) des couches les unes avec les autres : l’e´coulement
est turbulent et pre´sente un aspect macroscopiquement incohe´rent. Le passage du re´gime
laminaire au re´gime turbulent n’est pas brusque en ge´ne´ral ; la transition s’effectue par un
re´gime interme´diaire. Notons enfin qu’il ne faut pas confondre le re´gime turbulent avec
237
Annexe F. Caracte´risation du re´gime de l’e´coulement
un re´gime caracte´rise´ par l’existence d’e´coulements secondaires stables (par exemple les
tourbillons de Taylor dans les e´coulements entre deux cylindres coaxiaux) ou d’instabilite´s
a` caracte`re pe´riodique dans l’espace.
Dans le cas du proce´de´ LRI (Bear (1990), Elbouazzaoui (2004), Boomsma et al. (2003),
Bird et al. (2002)) l’e´quation devient :
Re =
ρ vp dp
η
(F.2)
avec dp le diame`tre moyen des pores et vd la vitesse moyenne intrinse`que dans les pores.
Le re´gime d’e´coulement est ainsi caracte´rise´ par le nombre de Reynolds (Elbouazzaoui
(2004)) :
– 1 < Re < 10 : re´gime d’application de la loi de Darcy,
– 10 < Re < 150 : re´gime inertiel ; la vitesse du fluide n’est plus proportionnelle au
gradient de pression,
– 2000 < Re : re´gime turbulent, l’e´coulement est chaotique et non-stationnaire.
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Annexe G
Le mode`le de Terzaghi
Les forces externes applique´es sur les nappes impre´gne´es et se`ches sont supporte´es par
les forces internes (contraintes) dans le re´seau de fibres et la re´sine. Au niveau macrosco-
pique la contrainte moyenne dans les pre´formes impre´gne´es note´e σfij peut s’exprimer au
moyen des contraintes (( superficielles )) ou moyenne dans les nappes σffij et des contraintes
(( superficielles )) dans la re´sine σfrij (voir Kempner et Hahn (1998), Acheson et al. (2004),
Farina et Preziosi (2000c)) :
σfij =
1
V
∫
V
σij dV =
1
V
∫
Vf
σffij dV +
∫
Vr
σfrij dV

= σffij + σ
f
rij
(G.1)
Dans ce mode`le, l’influence des contraintes de cisaillement de la re´sine dans les nappes
impre´gne´es est ne´gligeable devant celle de la pression hydrostatique. Cette hypothe`se est
directement relie´e a` l’hypothe`se de Darcy qui permet d’obtenir la loi de Darcy a` partir de
celle de Brinkman. Dans cette e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement, les
contraintes du fluide Newtonien incompressible s’e´crivent donc σfrij = −pfr δij. Ainsi, les
contraintes moyennes associe´es a` la re´sine s’e´crivent :
σfrij = −φ
(
s pfr
)
δij (G.2)
avec φ =
Volume de pore
Volume total la porosite´ des nappes de renforts et s =
Volume de re´sine
Volume de pore leur
saturation.
Les contraintes dans le re´seau de fibres sont alors de´compose´es en deux parties : une
partie correspondant aux contraintes induites par la pression de re´sine et une partie cor-
respondant aux contraintes induites par les de´formations des nappes elle meˆmes :
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σffij = σ
f
frij
+ σffeij (G.3)
ou` σffeij sont les contraintes effectives du re´seau de fibres.
Dans cette e´quation, la pression hydrostatique du fluide agissant sur le re´seau de fibres
(porosite´ φ et niveau de saturation s) s’e´crit :
σffrij = −(1− φ)
(
s pfr
)
δij
Les contraintes dans le re´seau de fibres s’e´crivent :
σffij = σ
f
feij
− (1− φ) (s pfr) δij (G.4)
Finalement, les contraintes macroscopiques dans les nappes impre´gne´es de saturation
(s) s’e´crivent :
σfij = σ
f
feij
− s pfr δij (G.5)
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Annexe H
Transport des quantite´s depuis les
points de Gauss vers les nœuds
Les quantite´s calcule´es par e´le´ments finis au point de Gauss doivent eˆtre transporte´es
au niveau des nœuds afin d’eˆtre visualise´es dans GMSH c©15. Nous proposons dans cette
annexe une me´thode de transport de ces quantite´s. De nombreux auteurs proposent des
me´thodes plus ou moins pre´cises permettant de re´aliser ce transport. La plus simple
consiste a` moyenner les quantite´s sur chaque e´le´ment entourant le nœud conside´re´. Une
moyenne supple´mentaire ponde´re´e par le volume des e´le´ments permet d’e´valuer la valeur
nodale. Une autre me´thode plus pre´cise consiste a` conside´rer uniquement les points de
Gauss entourant le nœud conside´re´. La moyenne des valeurs obtenues en chacun de ces
points, ponde´re´e par leur distance relative aux nœuds conside´re´s, fournit une meilleure
e´valuation de la valeur nodale. La me´thode des moindres carre´s que nous avons choisie ici,
bien que plus couˆteuse, fournit des re´sultats plus pre´cis. Cette me´thode consiste a` associer
la me´thode des e´le´ments finis a` la me´thode des moindres carre´s. Au niveau d’un e´le´ment
e, en chaque point de Gauss, la valeur d’un champ (scalaire ou vectoriel) qui a e´te´ calcule´
au pre´alable par la me´thode e´le´ments finis est connue. Pour des raisons de pre´sentation
et de simplicite´, un champ scalaire est ici conside´re´. Pour un point de Gauss, φ la valeur
du champ scalaire est donc connue. Soit {φe} les valeurs inconnues de ce meˆme champ
aux nœuds de l’e´le´ment e. Les fonctions de formes associe´es a` l’e´le´ment e sont note´es
〈N e〉 (ge´ne´ralement des fonctions d’interpolation type Lagrange d’ordre 1). Pour le point
de Gauss conside´re´, l’approximation conduit a` la valeur approche´e φh suivante par la
me´thode des e´le´ments finis :
φh = 〈N e〉 · {φe}
15GMSH c© : http ://geuz.org/gmsh/
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Au sens des moindres carre´s, le proble`me a` re´soudre est le suivant :∫
Ωe
(
φ− φh)2 dv = ∫
Ωe
(φ− 〈N e〉 · {φe})2 dv
La minimisation de cette fonction conduit a` :∫
Ωe
〈dφe〉 · {N e} · 〈N e〉 · {φe} dv =
∫
Ωe
〈dφe〉 · {N e} φ dv (H.1)
Le syste`me a` re´soudre devient :
[Ae] · {φe} = {F e}
ou` [Ae] =
∫
Ωe
〈dφe〉·{N e}·〈N e〉 dv est une matrice de masse e´le´mentaire et ∫
Ωe
〈dφe〉·{N e}φdv
est le vecteur second membre e´le´mentaire.
Apre`s assemblage ([A] · {φ} = {F}), la matrice [A], proche d’une matrice de masse,
peut eˆtre reconditionne´e en additionnant les termes de chaque ligne sur la diagonale ou
l’influence de la masse est la plus grande pour le degre´ de liberte´ auquel elle est associe´e. La
re´solution du syste`me est alors imme´diate. Nous pre´sentons ici un exemple d’utilisation
de cet algorithme dans le cas de l’e´coulement de Couette (e´quations de Stokes) pour
l’affichage des contraintes e´quivalentes et des contraintes de cisaillement σ12 (voir cas test
de Couette dans Duvaut (1999)).
1
vitesse (m/s)
2e+062e+060
sigma_12 (Pa)
0.5 2e+06
(a)
1
vitesse (m/s)
4.15e+069.91e+040
sigma_12 (Pa)
0.5 2.12e+06
(b)
Figure H.1 – E´coulement de Couette - (a) condition (( outflow )) v · t = 0, (b) pas de
conditon (( outflow ))
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Annexe I
Re´solution analytique des proble`mes
tests de Stokes et de Darcy
I.1 Le proble`me de Stokes
Le proble`me de Stokes sans force de volume s’e´crit :
−∇p+ div (2 ηD (v)) = 0
div v = 0
Le cas test de Poiseuille de´crit sur la figure I.1 est conside´re´ :
Figure I.1 – cas test Stokes : E´tude de l’e´coulement de Poiseuille.
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L’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement (∇p − η ∆v = 0) tient
compte de l’hypothe`se d’incompressibilite´ (voir Annexe A.5). Suivant x, elle s’e´crit (la
vitesse suivant x ne de´pend que de y) :
−∂p(x)
∂x
+ η
∂2vx(y)
∂y2
= 0
En inte´grant deux fois par rapport a` y :
vx(y) =
1
2 η
∂p(x)
∂x
y2 + a y + b
Apre`s application des conditions d’adhe´rence au niveau des parois supe´rieures et infe´-
rieures, i.e. vitesse nulle (vx(±h2 ) = 0), l’e´quation pre´ce´dente s’e´crit :
vx(y) =
1
2 η
∂p(x)
∂x
(
y2 − h
2
4
)
(I.1)
En inte´grant par rapport a` x :
vx(y) =
1
2 η
pf − pi
l
(
y2 − h
2
4
)
Ainsi en y = 0, la vitesse suivant x s’e´crit : vx(0) = − 12 η
pf−pi
l
h2
4
Pour y fixe´, l’e´quation I.1 montre que le gradient de pression est constant. La re´par-
tition de la pression est donc line´aire.
I.2 Le proble`me de Darcy
Le proble`me de Darcy sans force de volume s’e´crit :
v = −K
η
·∇p
div v = 0
En combinant les e´quations pre´ce´dentes, l’e´quation dite de Richard ou de Buckingham-
Darcy s’e´crit :
div
(
K
η
·∇p
)
= 0
Soit en conside´rant une perme´abilite´ K et une viscosite´ η constante (e´quation de
Laplace) :
∆p = 0 (I.2)
244
I.2. Le proble`me de Darcy
Le cas test que l’on souhaite mode´liser ici est celui d’un convergent (ou d’un divergent)
c’est a` dire d’une injection radiale repre´sente´e sur la figure I.2.
Buse d’injection à pression
constante 105 Pa Event à pression nulle
Figure I.2 – cas test Darcy : E´tude d’un divergent.
En coordonne´es cylindriques l’e´quation de Laplace s’e´crit donc :
∂2p
∂r2
+
1
r2
∂2p
∂θ2
+
∂2p
∂z2
+
1
r
∂p
∂r
= 0 (I.3)
Le milieu poreux est conside´re´ isotrope (Kx = Ky = Kz = K). Le champ de pression
est donc purement radial :
∂2p
∂r2
+
1
r
∂p
∂r
= 0 (I.4)
En inte´grant cette e´quation, les expressions suivantes pour la pression p(r) et la vitesse
radiale vr(r) (en re´injectant les re´sultats de l’e´quation de Laplace dans l’e´quation de
conservation de la quantite´ de mouvement) sont obtenues :
p(r) = pi + (pf − pi)
ln
(
r
ri
)
ln
(
ri
rf
) (I.5)
et
vr(r) = −K
η
1
r
(pf − pi)
ln
(
ri
rf
) (I.6)
245
Annexe I. Re´solution analytique des proble`mes tests de Stokes et de Darcy
246
Annexe J
Origine de l’e´quation de Brinkman
Afin de de´terminer des e´quations de conservation macroscopique d’e´coulement a` l’in-
te´rieur du milieu poreux et compte tenu de la forte he´te´roge´ne´ite´ de la structure, des
grandeurs moyennes sont introduites. Les grandeurs suivantes sont introduites (Rappaz
et al. (1998) et Tucker III (1996)) :
La fraction volumique d’une phase α note´e φα :
φα =
1
∆V
∫
∆V
χα(x, t) dV =
∆V α
∆V
(J.1)
avec χα fonction de distribution de la phase α :
χα(x, t) =
0 si x /∈ Ωα
1 si x ∈ Ωα (J.2)
La valeur moyenne ξ¯α d’une grandeur intrinse`que ξ˜α ponde´re´e sur le sous domaine
∆V α s’e´crit :
〈
ξ˜α
〉
=
1
∆V
∫
∆V
ξ˜(x, t)χα(x, t)
La valeur moyenne intrinse`que ξα d’une grandeur intrinse`que ξ˜α spe´cifique au sous
domaine ∆V α s’e´crit :
〈
ξ˜α
〉α
=
1
∆V α
∫
∆V
ξ˜(x, t)χα(x, t) =
∆V
∆V α
〈ξα〉 = 1
φα
ξ¯α (J.3)
Rappaz et al. (1998) montrent que la de´rive´e temporelle d’une grandeur moyenne´e ξ¯α
s’e´crit :
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∂ξ¯α
∂t
=
〈
∂ξ˜α
∂t
〉
+
〈
ξ˜α vα/βn
〉∗
ou` v
α/β
n est la composante normale de la vitesse de l’interface entre les phases α et β (nα/β
e´tant la normale pointant a` l’exte´rieur du domaine Ωα), 〈〉 de´signe une valeur moyenne
sur le domaine et 〈〉∗ de´signe une moyenne prise sur l’interface entre α et β. Les de´rive´es
spatiales s’e´crivent alors :
∇ξ¯α =
〈
∇ ξ˜α
〉
−
〈
ξ˜ nα/β
〉∗
div ξ¯α =
〈
div ξ˜α
〉
−
〈
ξ˜αn
〉∗
L’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement de Navier et Stokes moyenne´e
et applique´e a` la phase α liquide dans un milieu poreux de dimensions fixes s’e´crit (voir
aussi les travaux de Dopler et al. (1999) dans le cas de matrices me´talliques) :〈
ρ˜α
∂v˜α
∂t
〉
+ 〈ρ˜α v˜α ·∇v˜α〉 = 〈fvα〉− 〈∇p˜α〉+ 〈η∆ (v˜α)〉
Le fluide e´tant incompressible, la masse volumique de la phase α reste constante (ρ˜α =
cte). Par ailleurs, le terme 〈v˜α ·∇v˜α〉 peut e´galement s’e´crire (compte tenu de l’hypothe`se
d’imcompressibilite´ div v˜α = 0) :
〈v˜α ·∇v˜α〉 = div (v˜α ⊗ v˜α)− v˜α div v˜α = div (v˜α ⊗ v˜α)
L’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement devient donc :〈
∂ρ˜α v˜α
∂t
〉
+ 〈ρ˜αdiv (v˜α ⊗ v˜α⊗)〉 = 〈fvα〉 − 〈∇p˜α〉+ 〈η∆ (v˜α)〉
–
〈
∂ρ˜α v˜α
∂t
〉
= ∂〈ρ˜
α v˜α〉
∂t
+
〈
ρ˜α v˜α v˜
β/α
n
〉∗
.
Le solide est immobile :
〈
ρ˜α v˜α v˜
β/α
n
〉∗
= 0.〈
∂ρ˜α v˜α
∂t
〉
= ∂〈ρ˜
α v˜α〉
∂t
– 〈div (ρ˜α v˜α ⊗ v˜α)〉 = div 〈ρ˜α v˜α ⊗ v˜α〉 − 〈ρ˜α v˜α v˜α · nβ/α〉∗
Le solide est immobile
〈
ρ˜α v˜α v˜α · nβ/α〉∗ = 0
〈div (ρ˜α v˜α ⊗ v˜α)〉 = div 〈ρ˜α v˜α ⊗ v˜α〉
– 〈η∆ (v˜α)〉 = η 〈div (∇ v˜α)〉 = η div 〈∇ v˜α〉 − η 〈∇ v˜α · nβ/α〉∗
〈η∆ (v˜α)〉 = η div (∇ 〈v˜α〉)− η div 〈v˜α · nβ/α〉∗ − η 〈∇ v˜α · nβ/α〉∗
Le solide est immobile η div
〈
v˜α · nβ/α〉∗ = 0. En posant F µ = η 〈∇ v˜α · nβ/α〉∗
〈η∆ (v˜α)〉 = η div (∇ 〈v˜α〉)− F µ
248
–
〈
fv
α〉
= 〈ρ˜α g〉 = ρ˜α φα g
– 〈∇p˜α〉 =∇ 〈p˜α〉 − 〈p˜αnβ/α〉∗ =∇ 〈p˜α〉+ F p
En regroupant les expressions moyenne´es, l’e´quation de conservation de la quantite´ de
mouvement devient :
∂ 〈ρ˜α v˜α〉
∂t
+ div 〈ρ˜α v˜α ⊗ v˜α〉 = ρ˜α φα g −∇ 〈p˜α〉+ η div (∇ 〈v˜α〉)− (F p + F µ)︸ ︷︷ ︸
F
Rappaz et al. (1998) montrent que le terme F = F p+F µ peut aussi s’e´crire F = η 〈v˜
α〉
K
ge´ne´ralement appele´ terme de Darcy.
∂ 〈ρ˜α v˜α〉
∂t
+ div 〈ρ˜α v˜α ⊗ v˜α〉 = ρ˜α φα g −∇ 〈p˜α〉+ η div (∇ 〈v˜α〉)− η 〈v˜
α〉 φα
K
Soit :
∂(ρ˜α φα〈v˜α〉α)
∂t
+ div (ρ˜α φα 〈v˜α ⊗ v˜α〉α) = ρ˜α φα g −∇ (φα 〈p˜α〉α) + η div (∇φα 〈v˜α〉α)− η 〈v˜α〉α (φα)2
K
A l’e´chelle me´soscopique les grandeurs varient lentement :
div 〈v˜α ⊗ v˜α〉α = div (〈v˜α〉α ⊗ 〈v˜α〉α)
En ne´gligeant les gradients de φα :
∂ (ρ˜α 〈v˜α〉)
∂t
+
1
φα
div (ρ˜α 〈v˜α〉 ⊗ 〈v˜α〉) = ρ˜αφαg−φα∇ 〈p˜α〉α+ηdiv (∇ 〈v˜α〉)− η 〈v˜
α〉 φα
K
soit en notant v¯α = 〈v˜α〉 la vitesse moyenne de la phase α (sur tout le volume), pα = 〈v˜α〉α
la pression moyenne intrinse`que de la re´sine et ρα = ρ˜α la masse volumique intrinse`que
moyenne de la phase α constante, l’e´quation de Brinkman devient :
∂ (ραv¯α)
∂t
+
1
φα
div (ρα v¯α ⊗ v¯α) = ρα φα g − φα∇pα + η div (∇ v¯α)− η v¯
α φα
K
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Annexe K
Comparaison Stokes Darcy
Brinkman
Les e´quations de Brinkman en re´gime stationnaire ont e´galement e´te´ inte´gre´es dans
PRO-FLOTTM a` l’aide de la me´thode base´e sur l’e´le´ment P1+/P1. La formulation faible
du proble`me de Brinkman en pression s’e´crit :
∀δv,∀δp,∫
Ω
δv¯ · η
K
· (v¯) dv +
∫
Ω
2 η D (δv) : D (v) dv +
∫
Ω
δv ·∇ p dv =
∫
∂Ωt
2 η δv ·D (v) · n ds∫
Ω
v ·∇ δp dv =
∫
Ω
δp v · n dv
δp ∈ Eδp = {δp ∈ H1 (Ω) /δp = 0 sur ∂Ωp}
p ∈ Ep =
{
p ∈ H1 (Ω) /p = pd sur ∂Ωp
}
(K.1)
Nous comparons ici les re´sultats obtenus pour un e´coulement type Poiseuille en utili-
sant les formulations de Stokes, Darcy et Brinkman. Le cas test utilise´ est celui pre´sente´
sur la figure I.1, page 243. Pour la loi de Darcy aucune condition n’est applique´e sur les
faces tangentielles supe´rieures et infe´rieures (la formulation faible 9.40, page 141 ne le per-
met pas). La vitesse normale est nulle. Les re´sultats sont compare´s pour diffe´rents niveaux
de perme´abilite´s : K = 1 m2, K = 1.10−1 m2 et K = 1.10−3 m2. Les re´sultats pre´sente´s ici
ont e´te´ compare´s avec succe`s avec FEM-LABTM (voir figure K.2). Nous notons que pour
des perme´abilite´s infe´rieures a` K = 1.10−3 m2, les re´sultats obtenus sont tre`s proches de
ceux obtenus avec les e´quations de Darcy. Pour ces niveaux de perme´abilite´ tre`s faibles,
des proble`mes nume´riques apparaissent au niveau des bords ou` la condition d’adhe´rence
est applique´e. Ces couches limites indiquent que pour ces niveaux de perme´abilite´ il n’est
plus possible d’appliquer ce type de condition. L’approximation de Darcy doit alors eˆtre
utilise´e.
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Figure K.1 – Comparaison du profil de vitesse suivant x pour l’e´coulement de Poiseuille
pour des perme´abilite´s e´gale a` 1 m2, 1.10−1 m2, et 1.10−3 m2.
Figure K.2 – Comparaison du profil de vitesse suivant x entre FEM-LABTM et PROF-
LOTTM pour l’e´coulement de Poiseuille et une perme´abilite´ de 1 m2.
252
Ecole Nationale Supe´rieure des Mines de Saint-Etienne
N˚ d’ordre : 422 MI
Pierre CELLE
Titre de la the`se : Coupling fluid / porous material under finite stains for modeling the infu-
sion based manufacturing processes
Spe´cialite´ : Mechanics and Engineering
Mots clefs : Darcy, Stokes, Brinkman, composites materials, FEM : Finite Element Model,
ALE formulation, LRI : Liquid Resin Infusion, RFI : Resin Film Infusion, RTM : Resin Trans-
fer Molding.
Re´sume´ : In the present work, an overall model for the study of a non isothermal fluid flow across a highly
compressible porous medium is proposed. This model is used here to study dry composite manufacturing
processes by infusion across the fabric thickness (Liquid Resin Infusion-LRI and Resin Film Infusion-
RFI ). These processes consist in mixing during the manufacturing stage, the reinforcements and the liquid
resin transversely to the fabrics planes, yielding cost reductions while avoiding filling problems. These
processes are however still poorly controlled and the characteristics of the finished part are not easily
predictable (mainly the thickness and the porosity). A numerical predictive model would be a proper
candidate to help in developing and finalizing new composite solutions with cost saving. Physically,
liquid resin infusion is mainly induced across the compressed preform thickness, as a result of a pressure
prescribed over the preform/resin stacking. From the modeling point of view, problems of this multi-
physical analysis are two fold. First, one faces ill-posed boundary conditions, regarding the coupling of
liquid regions, where a Stokes flow prevails, with the fibrous preform regions modeled as porous medium
governed by a Darcy’s law and a non-linear mechanical response. Second, the interaction phenomena due
to the resin flow in the highly compressible preform are not classical. The model developed here includes a
modified Beaver-Schaffman-Joseph condition to couple Stokes and Darcy zones, and is based on an ALE
formulation of the liquid flow across the deformable porous medium in which finite strains are accounted
for with an updated Lagrangian scheme. This mechanical model is also coupled with thermo-chemical
models, accounting for resin reticulation under the temperature cycle. In the present work, numerical tools
and new formulations have been developped in order to simulate the whole LRI or RFI process with a
finite element software. These tools are studied individually and compared separately with analytical or
other numerical results before being used in the LRI / RFI models. Numerical studies of infusion are
then presented, commented, and a first comparison with experimental test is investigated.
253
Ecole Nationale Supe´rieure des Mines de Saint-Etienne
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Pierre CELLE
Titre de la the`se : Couplages fluide / milieu poreux en grandes de´formations pour la mode´li-
sation des proce´de´s d’e´laboration par infusion
Spe´cialite´ : Me´canique et Inge´nierie
Mots clefs : Darcy, Stokes, Brinkman, mate´riaux composites, FEM : Finite Element Model,
Formulation ALE, LRI : Liquid Resin Infusion, RFI : Resin Film Infusion, RTM : Resin Trans-
fer Molding.
Re´sume´ : Dans ce manuscrit, un mode`le complet pour la simulation de l’e´coulement d’un fluide thermo-
re´actif a` travers un milieu poreux fortement compressible est pre´sente´. Ce mode`le est utilise´ pour l’e´tude
des proce´de´s d’e´laboration des mate´riaux composites par infusion a` travers leur e´paisseur (Liquid Resin
Infusion-LRI et Resin Film Infusion-RFI ). Dans ces proce´de´s, le me´lange entre les renforts et la re´sine
liquide est re´alise´ dans la direction transverse aux plans des pre´formes pendant la phase de mise en forme.
Les couˆts sont ainsi re´duits et les proble`mes de remplissage e´limine´s. Ces proce´de´s sont ne´anmoins peu
maˆıtrise´s et les caracte´ristiques de la pie`ce finale difficilement pre´visibles (principalement les e´paisseurs
et les porosite´s). La mise au point d’un mode`le nume´rique constituerait un bon outil pour de´velopper et
finaliser de nouvelles solutions composites. D’un point de vue physique, l’infusion de la re´sine a` travers
l’e´paisseur des pre´formes est une conse´quence de la pression applique´e sur l’empilement re´sine/pre´forme.
Dans cette analyse multi-physique deux types de proble`mes sont rencontre´s. Tout d’abord, on connait mal
les conditions de couplage entre les zones liquides, gouverne´es par les e´quations de Stokes, et les pre´formes
impre´gne´es assimile´es a` des milieux poreux, gouverne´es par une loi de Darcy et une loi de comportement
me´canique non-line´aire. Par ailleurs, les interactions entre l’e´coulement de la re´sine et la compression des
pre´formes ne sont pas bien maˆıtrise´es. Le mode`le de´veloppe´ inclut donc une condition de Beaver-Joseph-
Schaffman modifie´e pour le couplage entre les zones de Darcy et de Stokes. Une formulation ALE pour
l’e´coulement de la re´sine dans un milieu poreux de´formable subissant de fortes de´formations est utilise´e
et couple´e a` une formulation Lagrangienne Re´actualise´e pour la partie solide. Ces deux me´canismes
physiques sont couple´s a` des mode`les thermo-chimiques pour traiter la re´ticulation de la re´sine sous
l’action du cycle de tempe´rature. Dans ce travail, un certain nombre d’outils nume´riques et de nouvelles
formulations ont e´te´ de´veloppe´s en vue de simuler les proce´de´s LRI et RFI. Chaque outil est e´tudie´ et
valide´ analytiquement ou nume´riquement avant d’eˆtre inte´gre´ dans les mode`les LRI /RFI. Des simulations
nume´riques d’infusion sont ensuite pre´sente´es et commente´es, puis une premie`re comparaison avec des
essais expe´rimentaux est propose´e.
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